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Borrede 


Ein methobifches Leſebuch ver Elemente ver Varia— 
tionsrechnung ift immer noch ein Bedürfniß der deutſchen mathema⸗ 
tifchen Literatur — ungeachtet ver wiederholten Bearbeitungen dieſer 
Wiſſenſchaft in den legten Sahren. — Daß in der That hier noch mancher 
unnüge Sormalismus und unbegründete Schluß zu befeiti- 
gen und zu berichtigen, fo wie manche wejentlihe Lücke auszu- 
füllen ift — ſoll in diefem Vorworte etwas näher erörtert werben, 
bamit ber Leſer — bejonders der Anfänger — leichter beurtheilen 
kann, wodurch fich die vorliegende veutfche Ausgabe von Jellett’s 
Elementary Treatise on the Calculus of Variations (Dublin 1852) 
unterjcheibet, rejp. auszeichnet, vor andern ähnlichen Werfen, und was 
noch zu wünfjchen übrig bleibt. — 

Schon das erfte Kapitel des vorliegenden Lehrbuches wird den 
unbefangenen Leſer hinreichend überzeugen: daß es zu der ſtrengſten, 
eleganteften und objectiv richtigften Begründung ber Va— 
riationsrechnung weder der Einführung einer fonft garnicht in 
ber gejucchten Function y = f(x) vorkommenden Hülfsveränderlichen 
%t,..., noch der unendlichen Reihbenentwidelungen bedarf. — 

Man foll fih nämlich ftatt der Function y= f(x), um eine 
unendlich Fleine Variation verfelben zu ermitteln, eine andere 
Function ®(z,%) oder O(, t) denken, welche fo befchaffen ift: daß 
fie für verfchiedene Werthe von t beliebige Formen annehmen 
kann — und für = 0 fi 0. y=fix) rebucirt. — Alsdann ſoll 
(et (2) 2), dt oder ap —— X —= L(z)dt die verlangte unend- 
lich Fleine Variation von y=f(x) fein, indem (x) eine ganz 
unbeftimmte Form haben foll, weil bei allen Anwendungen ber 
Variationsrechnung y=fLr) in eine beftimmte gegebene Zunction 
F(æ) überzugehen, nicht verlangt werde — und daraus foll alddann 
ohne Weiteres erhellen: daß alle für das Differenziren feſtſtehenden 
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Regeln auch für das Bariiren ihre Gültigkeit behalten. — Ferner 
follen vie höhern Variationen d2y — (Z 2 





dt? 
pendent von einander fen — und eine kleine enpliche Bariation 
Ay over Vy foll ausgebrüdt werben durch: 


) dt?, &c. ganz inbe- 
0 


Ay ober Veit tt («) 


wo r ein Heiner, aber endlicher Werth von £ ift, und d’y, ö’%y, 
ddy... die fucceffiven Bariationsguotienten, d. h. die refp. durch 
dt, dt?, dt?, ‚.. dividirten Variationen dy, öy?, öy?,... beveuten. — 
Dffenbar ift diefe ganze, von Euler herrührende Begründung 
der Bariationsrechnung ebenfo illuforifch, als unndthig. — Dem 
die Behauptung: daß eine Function Dix, t) dadurch, daß man einer 
in ihr vorkommenden &röße € verfchiedene Werthe beilegt, jede 
beliebige Form foll annehmen Tönnen — und zugleich fich für 
t=0 auf eine ganz beftimmte, wenn auch noh unbelannte 
Function y= f(x) rebucirt, enthält einen Widerfprud — und bie 
Annahme: daß die fucceffiven Variationen von y=f(z) nichts 
anders fein follen, als die fucceffiven partiellen Differentiale 
von D(z, t) nah t für = 0, hat fogar noch zur offenbaren Folge: 
daß die Variationen dy, d?y, öy,... als von einander abhängig 
erjcheinen, was doch wieder nicht der Fall fein foll, wie man an 
Beijpielen zm zeigen juht — als ob allgemeine Wahrheiten 
durch Beifpiele allgemein bewiefen werben könnten! — Ganz 
finnlos ift endlich eine Gleichung wie (a) mit einer unendlichen 
Neihe, zwiſchen deren Gliedern gar Feine gegenfeitige Abhän- 
gigkeit ftattfinden fol. — 
| Daß man fich von einer Function y= f(x) unzählig viele ver- 
ſchiedene Formänderungen denken Tann, bie alle nur unendlich 
fleine Werthsänderungen berjelben zur Folge haben — ift geo- 
metrifch ohne Weiteres Har — denn man Tann fich offenbar. zu 
beiden Seiten der durch y= f(x) ausgebrüdten Curve unzählig viele 
verſchiedene Curven venfen, welche jener alle unenplich nahe 
fiegen — und wenn man bafjelbe analytifch ausbrüden will; fo 
braucht man nur dy=iyple) zu jegen, wo i unendlich Fein ift, 
und die Function Y (x) weiter Teiner Bebingung unterliegt, als ber: 
baß fie für keinen zuläfjigen Werth von z unendlich wird — 
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und wenn Differentialquotienten derſelben vorkommen, daß auch dieſe 
für keinen zuläſſigen Werth von z unendlich werden (Nr. 4 und 
Nr. 9). Damit ift vie Sache vollftändig und in ber evidente— 
ften Weife erledigt! — 

Hr. Dr. © W. Straub, dem man ein Tolojjales Werk über 
Bariationsrechnung *) verdankt, dagegen meint: daß durch bie 
Einführung einer neuen Veränderlichen x ober £ vie Bariations- 
rechnung auf ihre wahre Grundlage gebracht fei — läßt deshalb 
y= plz) in P(z,x) übergehen, und entwidelt dieſe letzte Function 
in: 


y+Ay= Pl) + xy + 7 5ö’y+t.. (8) 


fo daß die Variation von y=gp(z) * die ganze unendliche 
Reihe: 





way +, y.. 2 


ausgedrückt werben ſoll, wo zur Abkürzung dy ſtatt (*) , 
0 


2 
dey ftatt (2) „Ce. gefegt if. Merkwürbigermeife fügt 
0 


er jedoch felbft ausdrücklich hinzu: daß biefe Neihenentividelung eine 
blos fingirte Operation fei, fo wie die dadurch gefeßte Beziehung 
zwifihen dy = dp, ö?y—=öp,..., weil jeve diefer Größen ja für 
ſich ganz willfürlich feil — 

Als Grund dafür: daß die ganze unendliche Reihe (Y), und 
nicht blos ihr erftes Glied als Variation von y=gY(z) genom- 
men werden müfje, wird angegeben: daß bie unendliche Reihe ver 
allgemeine Begriff fei, und die gefchloffene als befondere in 
fich faffe, +. — Man kann fich feine närrifchere Logik denken! — 
Hier Tann man füglich mit Herbart jagen: „Es nimmt fich immer 
jeltfam aus, wenn man etwas, das unmittelbar vor Augen liegt, erſt 
aus Anderm ableitet, was nicht einmal denſelben Grad der Klarheit 
hat.’ — 

Selbſt der erſte Anfänger muß ſich „wundern“ über dieſe 
vermeintliche Begründungsarten der Variationsrechnung, wenn 





*) Theorie und Anwendung des ſogenannten Variations— 
calculs Zweite (Titel⸗) Ausgabe in 2 Bänden. Zürich 1854. 
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er, ſobald es zur That, d. h. zur wirklichen Variation gegebe— 
ner Ausdrücke kommt, ſieht: daß die ganze Operation in weiter 
nichts beſteht, als in der gewöhnlichen Differentiation dieſer Aus— 
drücke nach den darin als dem Werthe, oder der Form nach ver— 
änderlich gedachten Elementen, wobei dieſe beiden Arten der Aende— 
rungen blos durch die Zeichen d und d unterfihieden und lektere 
höchſtens noch verfegt werden! — Cbenjowenig, als man in der 
Differentialrechnung von der Independenten x, jo lange fie in 
der That noch eine folche ift, Höhere Differentiale d?r, der,... zu 
betrachten braucht — ebenfo unnöthig ift die Betrachtung höherer 
Bariationen 5°y, ödy,... einer primitiven over unabhängigen 
Function y in der Bariationsrechnung. — In einer wahrhaft fo- 
mischen Weife ergeht fich Hr. Dr. Strauch *) über diejenigen Schrift- 
jteller, welche die varürte Zunction durch y+-Iy=gple) + ide), 
alfo die Variation durch dy = iny(x) darftellen (f. Nr. 4 u. 9). — 
Er nennt fie „Leute (!), welche ihren Irrthum (2) begingen, weil 
fie über das, was fie unternahmen, ſich nicht klar waren, weil fie 
ohne alle Umficht, Meberficht und Erfahrung zu Werfe gingen, 
weil es ihnen gleichgültig war, ob fie eine geviegene Arbeit, oder ein 
übereiltes Machwerk Tieferten (I); ihr erfter VBariationscoefficient 
fei nur durch die Zufälligfeiten des Calculs richtig — da— 
gegen würde ver der zweiten Orbnung, wenn fie ihn hergeftellt hät- 
ten, in den meiiten Fällen faljch fein (?). Allein diefen haben fie aus 
Bequemlichkeit, oder Unfähigkeit niemals hergeftellt, ſondern 
jeien auf halbem Wege ftehen geblieben, ꝛc.“ — 

In rein wifjenfchaftlichem Intereſſe — und. beſonders in dem 
der erſten Anfänger — müſſen wir hier nachweiſen: daß alle dieſe 
Vorwürfe (die Uebereilung und Bequemlichkeit ausgenommen) 
gerade Hrn. Dr. Strauch ſelbſt in ſehr weſentlichen Punkten 
und in keinem geringen Grade treffen. — 

1) Hr. Dr. Strauch ſagt: daß die urſprüngliche Form des 
SU, nämlich (Nr. 11): 


Un dröy 
l; (May +2 Gr er) (9 


bisher von Niemanden zur Beftimmung ber gefuchten Function be— 








*) Bariat. Calcul Bd. 1, ©. 164—165. 
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nutzt iſt, ſei eine Einſeitigkeit (?) — den Beweis dafür ſei man 
ſchuldig geblieben — und da er — wie er ſelbſt ſagt — ebenſowe— 
nig einen Beweis aufſtellen könne, wie ſeine Vorgänger — 
ſo unterſuche er beide Formen, nämlich die vorhergehende und die 
transformirte Form: 


[/ (F-7 arı +7 -..-1pf 


und fügt ganz naiv Hinzu: daß feine Vorgänger, wenn fie mit ber 
großen Klafje von Aufgaben, wie bie in Nr. 24 unſeres Lehrbu- 
ches vertraut gewejen wären, fie auch auf den Gedanken gekommen 
wären, zu unterfuchen, ob die erjte Form (d) zu einem Reſultate 
führe, over nicht. — Die Thatſache aber, daß dieſe erfte Form 


nicht immer (oder vielmehr niemals, wenn außer öy auch —, 


d?öy 
da? ’" 
bevechtige Teinesiweges zu der Bequemlichkeit (?) biefelbe ganz un- 
berücfichtigt zu Taffen und nur die zweite Form (e) zu unterfuchen! — 

Da Hr. Dr. Strauch felbft jagt: daß er nicht weiß, wes— 
halb vie erfte Form (d) immer in die zweite (2) umgeſetzt werden 
muß, was auch daraus erhellet: daß er meint, man könne bie ge- 
fuchte Function eventuell dadurch finden, daß man in (d) die Coeffi- 


cienten von Öy, a „... einzeln —=O fett, wie bei Ausprüden ohne 











Zn ) Oydz, (e) 





.. unter dem Zeichen f vorkommen) zu einem Refultate führt, 


Integrale; fo müffen wir ihn, trog feiner klaren, tiefen Ein- 
und Umficht, Erfahrung ꝛc., deren er fich feinen Vorgängern ge- 
genüber bewußt fein muß, denn fonft würde er nicht fo zuverfichtsyoll 
und energifch auftreten — hier doch etwas zurechtzumeifen und auf- 
zuffären fuchen, damit er in Zukunft mit feinen Urtheilen und Be- 
hauptungen ein wenig vorfichtiger und anftändiger wird. — Zunächit 
ift Har, daß man nicht fegen Tann: 
dr ö 


dö 
Nöy-+-Pı et. t Pr en =(, 





weil man dadurch eine Relation zwiſchen dy, und y, 3 „.. erhielte, 
was unſtatthaft iſt. — Aber ebenſowenig darf man bie Coefficienten 
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2 
von öy, Zr, =... einzeln = 0 feßen, weil, wie jever An- 
fänger weiß, und auch Hr. Dr. Strauch jelbit fagt: die Größen 
döy d?öy 


Ga? ggg, der Form nad) alle von dy abhängen — fo daß 


durch die Form von dy auch die feiner fucceffiven Differentialguo- 
tienten beftimmt ift — und weil bei Functionen, bie unter ven 
beftimmten Integrationszeichen ftehen, e8 eben nur auf biefe 
döy d? d?dy 

de ’ da?“ 

für einzelne Werthe von x, wie bei den außerhalb des Inte— 
gralzeichens ftehenden Gliedern — oder überhaupt bei Ausprüden 
ohne das Integralzeichen. — Deshalb, und aus feinem andern 
Grunde, müjfen u ; . 
ohne dy unter dem Zeichen [ vorkommen, erſt durch theilweiſe 
Integration unter biefem Zeichen weggefchafft werben, fo vaf 
blo8 dy unter vemfelben bleibt. — Da fogar ein Autor, wie Hr. Dr. 
Straud, ber fich mit der Bariationsrechnung fo umſtändlich 
befaßt hat, nicht weiß und nicht einfieht, weshalb die Form (0) 


immer in die Form (e) transformirt werden muß, wenn -——, —.. 


Form ankommt — und nicht auf die Werthe von dy, —- 


. in allen Fällen, wo fie mit, ober 





darin vorkommen; fo fcheint e8 Doch nothwendig: daß * in 
Lehrbüchern für Anfänger künftig etwas näher angegeben wird, 
was gewöhnlich nicht geſchieht, ſo daß das hier Geſagte auch als 
Ergänzung zu Nr. 11 unſeres Lehrbuches dienen kann. — 


2) Bon der Euler'ſchen (Lagrange'ſchen) Methode für re— 
lative Max. und Min. behauptet Hr. Dr. Strauch: daß ſie an 
bedeutenden Gebrechen leide (?); aber zum Glück iſt feine 
Argumentation hier wieder ebenſo abgejchmadt, wie in dem worher- 
gehenden Falle. — Das Poffirlichite dabei ift jedoch, Daß er jelbit 
fagt: fie fei allgemein und gebe jederzeit richtige Refultate — 
und daß er, nachdem er mehrere Toliofeiten mit einem ebenfo zweck— 
als finnlojen Formelkram bevedt hat, zulegt Loch auf die Euler’fche 
Formel kommt! — Es würde fich nicht der Mühe lohnen — und 
auch viel zu umſtändlich fein, wenn wir hier alle die unbegründeten, 
ja närrifchen Behauptungen bes Hrn. Dr. Strauch anführen wollten 
— man muß fie an Ort und Stelle (Bd. 1, S.339 folgg. und Bd. 2, 
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©. 742) felbft nachfehen — und wir wollen blos noch bemerken, 
daß er auch ven Ausprud der zweiten Variation entwidelt, worin 
natürlich der unbeftimmte Multiplicator L vorkommt, von deſſen 
Zeichen das biefer Variation abhängen foll! — Bei ver Aufgabe 
ber Curve von gegebener Länge und der größten, oder kleinſten 
Fläche (Bd. 2, ©. 496) 5. B. heißt es: „Somit gelangt man zu 
ber Erfenntniß, daß d?U pofitiv, oder negativ ift, jenachdem L 
pofitiv, oder negativ ift. — Diefe Erfebeinung hängt aber mit 
folgendem Umſtande zufammen: Es Tann ein Kreisbogen, ohne daß 
er feine Länge ändert, auf zweierlei Weife zwijchen zwei Punkten 
gezogen werben, d. b. entweder concav, oder convex gegen die 
Abfeiffenare. Im erſten Falle ift ver Flächeninhalt ein Max. und 
im zweiten en Min. — Diefelbe unbegründete Argumentation 
fehrt bei der Kettenlinie, elaftifchen Linie, 2c. und überhaupt bei 
Aufgaben über relative Mar. und Min. wieder. — Offenbar 
bätte Hr. Dr. Straub ven unbeftimmten Factor L mitteljt ber 
Hauptgleichung aus d?U eliminiven müffen — und erſt dann hätte 
er einen begründeten Schluß in Bezug auf die Unterfcheidung 
bes Mar. und Min. machen können. — Oder er hätte zeigen müſſen: 
daß die Fläche zwifchen der Sehne und dem Kreisbogen ein 
Mar. ift! — Uebrigens hat Maclaurin (Treatise of Fluxions 
1742) ſchon zwei Jahre vor Euler daſſelbe Verfahren angewandt. — 


3) Hr. Dr. Straud ftellt auch Aufgaben und unterfucht fie 
umftänblich, von denen er jelbft fagt: „vaß fie gar Feine ſind“ (N), 
3. DB. die Aufg. 232, 234, 236, ꝛc. — Zulett weift er einen Wider- 
ſpruch nach, und fügt wörtlich Hinzu: „Andere Schriftiteller haben 
die Nothwendigfeit ver Unterfuchung, ob ein Widerſpruch jtattfinde, 
ganz überfehen, und deshalb Irrthümer begangen (?!). — Das 
wäre ein intereffantes Gejchäft: Aufgaben, deren Ungereimtheit 
felbft vem erften Anfänger auf ven erften Blid indie Augen fällt, 
durch die Bariationsrechnung zu unterfuchen, um fich von dieſer 
Ungereimtheit zu überzeugen. — Bei wirklichen Angaben, 
welche im Allgemeinen einen Sinn haben, hätte Hr. Dr. Straud 
biefe Unterſuchung anftellen follen; allein da fehlt fie faft gänzlich 
— und er begnügt fich mit der bloßen Unterfcheidung bes Mar. 
und Min. — Uno jelbjt viefe ift, wie wir eben gejehen. haben, oft 
ungenügend! — Allgemeine Unterfuchungen über die Möglich- 
Leit der Aufgabe und deren Ausnahmefälle, wie fie in Nr. 27 


X 
und 28, fowie in Nr. 58 und 59 unſeres Lehrbuches vorkom⸗ 
men, bat Hr. Dr. Strauch nicht für nöthig gehalten. — Die 
vollftändige Unterfuchung jeder einzelnen Aufgabe war aber fthon 
beshalb nicht möglich, weil feine Form von d?U dazu gar nicht 
tauglich if. — 

Gerade bei Hrn. Dr. Strauch wird durch die Zufälligkeiten 
bes Calceuls manches berichtigt — 3. D. die zweite Variation 
in Folge der Hauptgleihung — indem bie Glieder mit ven zweiten 
Dariationen der unabhängigen Functionen, welche ganz un» 
nöthiger Weife entwidelt werben, wieder befeitigt werden. — 

4) Hr. Dr. Strauch hat auch zuſammengeſetzte Variationen 
erfonnen; d. h. er läßt eine abhängige Function z=y(r,y) nit 
blos mittelbar dadurch variiren: daß y feine Form ändert, ſondern 
auch unmittelbar, wie eine primitive Function y, und macht da⸗ 
von eine herrliche Anwendung auf folgende Aufgabe: „Man fucht 
eine frumme Fläche und eine in derſelben liegende räumliche Curve 
von gegebener Länge k, fo daß das von ber gefuchten Curve 
begrenzte Stüd der gejfuchten krummen Fläche ven kleinſten 
- Slächeninhalt bat.’ — Nach einer Formelprobuftion von acht Yolio- 
feiten gelangt er endlich zu dem wichtigen NRefultate: Die gefuchte 
Fläche ift die Ebene 3 = A, und die gefuchte Curve ift ber 
Kreis! — Alſo die Kreislinie fchließt bei einer gegebenen Länge 
k vie Eleinfte Fläche ein! — Horribile dietu! — Und zulegt heißt 
e8: „Dieſe Aufgabe ift befonders geeignet, die Wichtigkeit 
meiner Idee der zufammengefegten Mutationen (Variationen) 
barzuthun; 20.1” — Es wirb nicht nöthig fein, hierüber auch nur 
noch ein Wort hinzuzufügen! — 

5) Eine jehr ergiebige Quelle zu entjeglichen unmügen Weit⸗ 
läufigfeiten bietet Hrn. Dr. Strauch die Unterfuchung aller mög: - 
lichen Grenzfälle dar — und er bat z. B. mittelft verfelben über 
bie triviale Aufgabe von ber Fürzeften Linie zwifchen zwei Punkten 
oder Linien nicht weniger denn 40 Foliofeiten product! — Dean 
kann fich feine abufivern Anwenvungen der Bariationsrehnung 
denken, als auf ſolche triviale Probleme der Elementargeometrie 
— abgefehen von den fonftigen Mängeln und unnügen Weitläufigfeiten. 
— Wollte Hr. Dr. Strauch alle Theile der mathematischen Wiſſen⸗ 
haft in dieſer Weife bearbeiten, fo würden unfehlbar vie Folianten 
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der alten Kirchenväter zum Vorſchein fommen, denen fich bie beiven 
vorliegenden Bände von etwa 1300 Seiten ſehr gut anfchliegen 
würben. — 


6) Was endlich bie Herftellung und Transformation der zwei- 
ten Bariation d?U betrifft, welche nebft ver beftändigen Wieverho- 
lung ver finnlofen unendlichen Reihen, der Betrachtung der nicht 
transformirten Form (6) von dU, der Grenzfälle ꝛc. wegen ber 
vielen unnüßen Glieder ebenfalls ein gutes Raumerfüllungs- 
mittel ift — und nebft jenen immer in einer Schlußbemerfung 
zu jever Aufgabe als beſonderes Verdienſt (?) des Verfs. um 
die Wiffenfchaft ver Bariationsredhnung hervorgehoben wird; 
jo ift diefelbe, fowohl in dem einfachften Falle eines einfachen In— 
tegrales mit nur einer unabhängigen Function y und deren Dif- 

d? 

ferentialquotieniten = » Z- 
jolcher Functionen und mehrfaͤcher Integrale, eine völlig grund- und 
bodenloje. — Gleichwohl hat fich dabei ein Unterſcheidungskrite— 
riumdes Mar. und Min. herausgeftellt, welches in dem er ten ver vor- 
hin erwähnten Fälle mit dem nach ter Jacobi'ſchen Transformations⸗ 
methode gefundenen. (Nr. 40) übereinftimmt; alfo richtig ift; aber 
ber andere quadratifche Factor unter dem Integralreichen hat, wie 
ſchon bemerkt, felbjt in dieſem einfachiten Sale, durchaus nicht die⸗ 
jenige Form, daß fich daraus die übrigen Bepingungen für bie 
wirkliche Eriftenz eines Mar. over Min. ableiten Iaffen, wie fols 
ches bei ver Sacobi’fchen Behandlung ber Fall ift. — In ver That 
bat auch Hr. Dr. Strauch daran gar nicht gedacht! — 

Für den Fall: 


d"2 
u- | (u... I,‘ 3, 35 ... u) de = f Var 


ift dieſes Kriterium bafjelbe, wie in ber Differentialrechnung bei 
Functionen mit zwei indepenbenten Beränverlichen; d. b. wenn zur 
Abfürzung: 


.., als beſonders in dem Falle mehrere 





Ay — d”z _ 
777 es 077° Ya | 


gefegt wird; fo hat man: 
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PV_,, W_, |Me 
ie tr — Min. 








—5 dev av 
dpdq dpꝰ dq? 


In dem Beiſpiele in Nr. 55 hätte man hiernach: 


= — Max. und Min. 


d?Vy 1+9° 
— 2 2 — TI a m > 
— J —— u = 


dv __1+p? a) 
dg- d+p +3 dpdg = pr 
mithin: 





) — a?V av _ 1 — _ 
dpdg dp’ da (A+pPtg®T 
wie e8 für das in biefem Falle jich von felbft verſtehende Mini- 
mum fein muß. — Allein damit ift im Allgemeinen die Sache noch 
lange nicht erledigt, fondern d?U muß auf eine foldhe Form, und 
auf folhen Wegen, gebracht fein, daß ſich auch die übrigen Be— 
bingungen für das wirkliche Stattfinden eines Mar. oder 
Min. daraus erkennen laſſen, wie bei der Jacobi'ſchen Transfor—⸗ 
mation, was jedoch bei ver Strauch’fehen bier noch viel weniger 
thunlich ift, wie in dem erften einfachiten Falle. — 
Daffelbe Unterfcheivungskriterium findet Hr. Dr. Straud 
auch in dem Falle eines Doppelintegrales U= || Yaydı mit con- 
ftanten Grenzen, wo V=f (z, Y, 2% ze, 2) iſt; allein hier ift 
die Herleitung noch precärer, al® in ven beiden früheren Fällen. — 
Ein jpäterer, viel gründlicher und methobifcher zu Werke gehenber 
Bearbeiter der Variationsrechnung, Hr. Prof. Stegmann, hat wohl 
veshalb einen andern Weg eingefchlagen, indem er vie Aenderung 
des betrachteten Integrales von dem eventuellen Maximums- over 
Minimumswerthe aus dadurch bejtimmt: daß er bie darin vor- 
fommenden veränderlichen Elemente Incremente annehmen läßt, um 
zu fehen, ob dieſe Aenderung poſitiv over negativ ift.*) — Allein 


— 





*), Lehrbud der Bariationsrehnung, Kaflel 1854. 
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dieſes Verfahren genügt ebenfalls nicht, weil e8 bie weitern Be- 
bingungen für die wirkliche Eriftenz eines Marimums, ober 
Minimums nicht erfennen läßt — und ift auch fehr unelegant. — 
Am allerwenigiten braucht man daſſelbe in dem Falle anzuwenden, 
wo die Jacobi’fche Transformation ein viel bequemeres Unter- 
ſcheidungskriterium des Mar. und Min. an die Hand gibt. — 
Was die übrigen, im Vorhergehenden befprochenen Punkte betrifft, fo 
wird man ohne fpecielle Angabe leicht beurtheilen, welche unferer Be⸗ 
merfungen, und in welchem Grade fie auch in Bezug auf das Steg- 
mann’fche Lehrbuch Anwendung finden. — Soll eine Aufgabe ver 
Variationsrechnung vollftändig gelöft fein, jo muß fie in allen 
Deziehungen, und nicht blos in Bezug auf bie Unterfcheinung des 
Mar. und Min. unterjucht fein — etwa wie bie einfachen Beifpiele 
in Nr. 48 und Nr. 51 —52 unferes Lehrbuches. — Davon ift man 
freilich in den ſchwierigern Fällen noch fehr weit entfernt — na- 
mentlich bleibt die Transformation der zweiten Variation bei In- 
tegralen mit mehrern primitiven Functionen und bei mehrfachen 
Integralen in einer Weife, vie bafjelbe leiftet, wie bie Sacobi’fche 
in dem alle eines einfachen ntegrales mit einer primitiven 
Function y und deren Differentialquotienten y', y",... noch zu wün- 
[hen übrig. — 

Nah allem Vorbergehenden und ber genauen Durchficht des 
vorliegenden Lehrbuches der Variationsrechnung wird man 
endlich leicht beurtheilen, was daſſelbe leiftet, und wodurch es fich von 
allen bisher erfchienenen ähnlichen Werfen unterjcheibet, refp. aus⸗ 
zeichnet. — | 

Schlieglih mag bier noch bemerkt werben: daß eine kurze hi- 
ftorifhe Einleitung des Originale in ber beutfchen Ausgabe 
binweggelaffen ift, weil dieſelbe garzu unvollſtändig ift — und eine 
ausführlihere Gefwhichte der Variationsredhnung von Dr. 
Gieſel zu erwarten ſteht. — 

Münden, im Ianuar 1860. 

Dr. Schnufe. 
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Bariationsrehnung. 
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Erftes Kapitel, 
x, Definitionen und Principien. 


1. Eine veränberliche Größe u beißt eine Function irgend 
einer Anzahl anderer Veränderlicher x, 22 2,... wenn zwiſchen 
biefen Größen eine folche Relation ftattfindet, daß der Werth der 
erftern von den Werthen ver legtern, welche bie independenten 
Veränderlichen genannt werben, abhängt, und jene deshalb auch bie 
abhängige Veränverliche genannt wird. — Die Natur dieſer Re- 
lation heißt die Form diefer Function, und foll durch das Symbol 
p angebeutet werben, indem man jchreibt: 


r 


uU=Y (2,09, 83...) Y 


Dffenbar müſſen Functionen von verfchiedenen Formen auch durch 
verſchiedene Symbole p, f, ... bezeichnet werben. — 

2. Hieraus erhellet: daß der Werth einer abhängigen Ver— 
änberlichen over einer Function von zweierlei abhängt; nämlich: 
1, von ven Werthen der independenten Veränderlichen, und 2, von 
ber Form der Function — ſich alfo ändert, wenn fich jene Werthe, 
‚oder diefe Form, oder endlich beide zugleich ändern. — Die Functio⸗ 
nen follen daher eingetheilt werben: 1, in beftimmte, d. h. deren 
vorm als unveränberlich gedacht wird, und 2, in unbeftimmte, 
oder deren Form veränderlic ift. — Diefe Eintheilung entjpricht 
ber gewöhnlichen Eintheilung der Größen in conftante und ver- 
änderliche. — Die Werthsänderungen beftimmter Yunctionen 
entfpringen allein aus ven Werthsänverungen einer, oder mehrerer 
ber inbepenbenten Veränderlichen — und werben in der Differen- 
tialrehnung näher unterfucht. — Aber vie Werthsänverungen 
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unbeftimmter Wunctionen, welche von einer Formänderung ber 
Functionen allein, oder einer gleichzeitigen Werthsänderung ber inbe- 
pendenten Veränverlichen herrübren, bilden den Gegenftand ver ſ. .g. 
Bariationsrehnung, womit wir und bier genauer befchäftigen 
wollen. — ' 

3. Offenbar kann die Form einer Function von ber Form, 
oder den Formen einer, oder mehrerer anderer Functionen fo abhän- 
gen: daß die Form ber erjten beſtimmt ift, wenn bie der letztern es 
tft. — 3. B. die Form eines Differentialquotienten jeder beliebigen 
Function ift durch die Form derſelben beftimmt, und umgefehrt: bie 
Form einer beliebigen Function ift durch bie Form ihres Differen- 
tialguotienten firirt. — Functionen, deren Form unabhängig ift, 
follen primitive (unabhängige) heißen — und Functionen, be- 
ren Form von der folcher primitiver Functionen abhängt, follen. 
berivirte (abhängige) genannt, und mit F, F’.. . bezeichnet 
werben, jo daß F. ꝙ ober F (p) eine Function bebeutet, deren 
Form von ber der Function ꝙ (x, X, ...) abhängt. — Wenn fich 
nım bie Form einer, ober mehrerer primitiver Functionen ändert, 
jo wird offenbar auch die Form ber berivirten Junction eine entfpre- 
chende Veränderung erfahren — und wenn die Relation zwifchen 
ven Formen der primitiven und ver abhängigen oder berivirten 
Functionen als unveränderlich vorausgejegt wirb;*) fo ift bie 
Vormänderung ber lettern offenbar feine willfürliche, ſondern 
mit der Formänderung der erftern durch eine feſte Relation ver- 
fnüpft. — Die Beitinunung biefer Relation, oder vielmehr die Beftim- 
mung der Aenderung einer berivirten Function F.p in 
Folge einer Formänderung der primitiven Function p (a, 
%9, ...), und zuweilen auch der Werthsänderung ver Ver— 
änderlichen z,, æ2, ... bildet den eigentlihen Gegenſtand 
der Variatiousrechnung. — 


4. Sp wie aber in ber Differentialrednung bie Aende⸗ 
rungen ber betrachteten veränverlichen Größen nothwendig immer als 
unendlich, unbeftimmt oder unangebbar klein gedacht werben 


*) D. b. die durch das Symbol F angebeutete Operation dieſelbe bleibt, 
jo daß, wenn Fin der urfprünglichen Form von 9 die Bedeutung von / hat, 
biefes Symbol F in ber geänderten Yorm von 9 nicht die Vebentung von d, 
oder gar die von log., sin, 2c. bat, fonbern bie von / behält. — 
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müffen, damit wenigſtens innerhalb gewiſſer Grenzen eine ftetige 
Aenderung ber invepenventen Veränberlichen eine ftetige Aenberung 
der Functionen berjelben zur Folge hat — ebenjo ijt es für die Pro- 
bleme ver Variationsrechnung weſentlich erforberlich: daß die 
Aenderungen ber betrachteten Größen unendlich Elein find, db. h. 
bie Aenverungen nach dem Geſetze der Stetigfeit erfolgen — 
Wenn alſo u=p(z, 2,...) eine primitive Yuncion und w = 
9 (#1, %2,...) biejelbe Function nach der erforderlichen Formänderung 
bezeichnet; fo muß W — u =g (21,2..)—- Pl, %y...) für 
alte zuläfjigen Werthe von 2,, 22... unendlich Klein fein. Dan 
kann alſo fegen: 


u—u CœÊr, z,. ..), («) 


wo i ein unendlich Fleiner Factor und Y (2,22...) eine Func⸗ 
tion ift, welche weiter Teiner Bebingung unterliegt, ald ber: daß fie 
für feine nach den Bedingungen ver Aufgabe zuläffigen Werthe von 
2, 2a,... unendlich wird. — Eine folhe unendlich kleine Aen- 
berung wie («) heißt eine Variation im eigentlichen Sinne bes 
Wortes, d. h.: die Bariation einer primitiven Function ift 
pie unenblich Heine Aenderung ihres Werthes in Folge eis 
ner Aenderung ihrer Form. — Hieraus und aus ber vorherge- 
henden Nr. erhellet ummittelbar: daß bie Variation einer primitiven 
Function ganz willkürlich ift — und baß die Variation einer be- 
trivirten Bunction von der Variation ihrer primitiven Function abhängt. 

5. & fi v=gp(la,2....) eine unbeftimmte Function einer 
beliebigen Anzahl Veränberlicher, und v= F.u eine berivirte Func⸗ 
tion von u; fo wird vie Bariation ver lettern offenbar gefunden, 
wenn man: 


o (21, u...) +ivla,%u-:--) ſtatt Gri, æꝛ .) 
nv=rF.ufekt, und aus: 
Fip(a,2»..)ti9 @,22%..)] 


blos das Glied mit der erften Potenz des unendlich Kleinen Fac- 
ors i ableitet, welches alsdann die gefuchte unenplich kleine Ba- 
tiation von v=F.u ausprüdt. — *) 


*) Der Berfafler bemerkt in einer Heinen Rote unter bem Terte: es je 
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In der Beſtimmung dieſer legten Variation befteht das allge- 
meinfte Problem ver DVarintionsrechnung ; allein bei dem gegen- 
mwärtigen Zuftande der mathematischen Wiffenfchaften hat man es, in- 
fofern es fih um ftetige Aenderungen handelt, blos mit zwei Arten 
berivirter Functionen zu thun, nämlich mit denen, welche durch bie 
Procefie des Differenzirens und Integrirens, d. 5. mittelft 
der durch vie Symbole d, | angebeuteten Operationen, erhalten wer- 
ben. — Es ift daher ganz unnöthig: das Problem ver Variations⸗ 
rechnung in feiner ganzen Allgemeinheit aufzunehmen — unb 
deshalb werden wir uns auf jenen fpeciellen Fall bejchränfen, wo 
F vie Bedeutung von d over f hat, welcher jedoch allgemein genug 
ift, um auf alle Probleme anwendbar zu fein, auf welche man bie 
Variationsrechnung bisher angewandt hat. — 

Wenn F ein diftributives Operationsſymbol bebeutet, fo ift 
befanntlich: 


wohl zu beachten, daß » bier Leine Sunction von 4 oder w fei, weil das 
Symbol F eine Relation zwifhen Formen und nit zwilhen Größen be- 
zeichne. — Dies ift offenbar unrihtig — denn wenn bie Aenberung bes 
v au nur von einer Formänderung des 9 oder w berrährt, fo ift 
sin Caleul doch fowohl du oder dp, als dv ſtets als eine Werths- ober 
Größenänderung zu venten, weil nur von Werths- oder Größenver— 
gleihungen auch in ber Variationsrechnung zuleßt Die Rebe ift — indem es ſich 
ja zuleßt um die Ausmittelung größter, ober Feinfter Werthe handelt. 
Auch wenn F nur die Bedeutung von d ober / bat, muß doch v immer als 
eine Größe gebacdht werben, beren Werth von bem Werthe von w ober @ 
abhängt; alfo eine Function von » ober  ifl. — 

Wenn die Variationen, wie fpäter, kurz mit d angebeutet werben, fo ift 
ganz einfach: 


6v = Fiu + du) — Flu) 








_ÖFlu), __ dF(u) 
| du su= du du, 
weil du unendlich fein, und offenbar ——— iſt, da die aller⸗ 
u u 


dings von einer Form änderung herrührende Variation doch jtet8 als eine 
Werth sänderung in der Rechnung gedacht und behandelt werden muß — und 
es ganz gleichgilltig ift, Durch welches Zeichen biefelbe angedeutet wird. — Man 
bat alfo in diefem Falle blos wie in ber Differentialrechnung zu verfahren. 
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Fo+F.9g=rF.(-+9), 


mo g, 9, Functionen von beliebig wielen Veränderlichen find. — 
Segt man p-+iy für pginvo=F.p, fo hat man: 


Fo-iw)=F. p--F.ip, 


und dfolgüch it die Variation von F. ꝙ gleich F. ib. Nun läßt ſich 
aber leicht zeigen, daß F. ip =iF.Y iſt. — Denn man hat offenbar: 


F2y=FW@+YW)=F.y+F.v=2.F.y, 
F3VY=FQRUv -W)=F.2y+F.v=3.F.y, 
und allgemein: Bu 
f.rw=i,v, +Kv 
wo i eine ganze Zahl ift. — Sekt man nun = ‚won eine 
ganze Zahl iſt; fo folgt aus: 
F.nv=nfF.v, 
wenn ny für % gefegt wird: 
F.4 = F.y, 


und bieje legte Gleichung findet ftatt, wie groß n aud fein mag, 
alſo auch fürn=w;d. h. man hat: 


F.w=iF.vy, 


wo i unendlich Fein ift. — Die Variation von F. ꝙ ift alfo fo- 
wohl =iF.y, dB =F. ip, — Offenbar genügen bie beiden Ope- 
rationsſymbole d, f der Bedingungsgleichung: 


F.o+F.p=Mo+pı). 


6. Wir haben bis dahin blos die eigentlichen Bartationen, 
d. h. die, welche von ben For mänderungen ber primitiven Functio⸗ 
nen berrühren, bejtimmt. Wir werben fpäter aber auch Aufgaben zu 
löſen haben, wobei auch die Variationen von Functionen in Betracht 
gezogen werben müſſen, welche von Werthsänderungen einer, ober 
mehrerer der independenten DBeränberlichen herrühren. — 
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Um nım die vollftändige (totale) Variation einer abhängi- 
gen Function zu erhalten, d. h. vie Variation, welche jowohl von 
Formänderungen primitiver Functionen, als von Werthsänderun- 
gen inbepenventer Veränderlicher berührt, muß man fich des folgen» 
ven Grundſatzes erinnern: 

Wenn eine Größe durch mehrere Urfachen, einzeln be- 
trachtet, Aenderungen erleidet, bie gegen fie felbft alle 
unendlich Klein find; fo tit pie Geſammtänderung, welche 
aus allen dieſen Urſachen vereinigt refultirt, gleich der 
Summe der einzelnen unendlich Meinen Aenderungen. — 

Diefer Sat tft dem über die Superpofitton Feiner Bewe- 
gungen in ver Mechanif analog, und läßt fi auch auf ähnliche 
Weiſe darthun. —*) 

Da die in der Variationsrechnung vorkommenden Aenderungen 
von zwei weſentlich verſchiedenen Arten ſind, ſo wird es, ehe wir 
weiter gehen, nicht unzweckmäßig ſein, ſchon jetzt eine ſcharf unter⸗ 
ſcheidende Bezeichnung derſelben einzuführen. — 

1, Die eigentlihen Variationen, d. 5. bie, welche allein 
von Formänderungen von Functionen herrühren, jollen mit dem 
Symbole & bezeichnet werden — 2, die blos von Werth Sänderun- 
gen ber inbepenbenten Beränberlichen herrührenden, wie in ber Diffe- 
ventialrechnung, mit d— und endlich 3, die Totalvariationen, welche 
von ben beiden ebengenannten Urfachen zugleich herrühren, mit dem 
Sumbole D. — 

Wenn alfo w eine beftimmte Yuncion veränderlider Grö⸗ 
Ben iſt, fo iſt: 

Du = du, 


ft u eine uubeftimmte Function conftanter Größen, fo ift: 
Du du; 


*) Der Grund ber Wahrheit dieſes Satzes liegt darin: daß bie Aenbe- 
rungen, welche jede biefer Urfachen in den von ben andern Urſachen berrühren- 
den unendlich Heinen Aenberungen bewirken, unendlich kleine Größen 
höherer Orbnungen find, welche gegen bie von ben einzelnen Urfachen ber- 
rührenben unendlich Heinen Aenderungen erfier Orbnung nicht in Betracht 
fommen, — 
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und wenn enblih u eine unbeftimmte Yuncion veränderlicher 
Größen ift; fo ift: 


Du=du-- du. 


Da eine independente Veränderliche nur eine Art von Incremen⸗ 
ten annehmen Tann, jo tft e8 gleichgültig, was für ein Symbol zur 
Bezeichnung berfelben angewandt wird; wir werben jedoch im Allge- 
meinen das Zeichen d gebrauchen, und wenn es nöthig fein wird, 
biefe Bezeichnung zu ändern; fo wird folches fpeciell und genau an⸗ 
gegeben werben, fo daß fein Mißverſtändniß entftehen kann. — 

7. Wir wollen das Vorhergehende nım auf bie Beſtimmung 
ver Variationen ver verjchievenen vorkommenden Arten von Größen 
anwenden. — 


(1.) Es fe: 
u=f(2,%....%) 


eine beftimmte Function einer beliebigen Anzahl n indepenbenter 
DBeränberlicher, jo bat man, ba fich bie Form der Function nicht 
ändert: 


Du=du=, .ds + Ge. da, + 8. +2 . den. 
(2.) Es fei: 
u=9p(a, 22..... In ) 
eine unbeftimmte primitive Function, fo tft: 
Du ==öu + du; 
aber: 
u=z- ‚da, + &0.+ Scan, 
und: 
bu=id (2,82...) 
folglich: 


" du du du . 
Du = „de, + dan de, + &e. + ;,. den + il 0%). 


(3.) Es jet: 


ſo iſt offenbar: uU F. p (æi, %,...%)} K, 
o UT o 


du du 
Du v . da +2 I. „du t&ct Fr du, 


wo oͤu nach dem in Nr. 5 angegebenen Derfahren zu beftimmen ift. 
(4) Es fei: 
v=F.9(2,%...%) 
eine derivirte Yunction, welche der Bedingung: 
F.o+F.9 =F.(-+9); 
genügt; fo ift nach Nr. 5: 
ee 


du 


du 
Du= — .da + das 


dæi 
(5.) Es ſei: 
v=f(&,2%...-Uyu....)), 


. da + &c+ 9 —— ‚dea-{-F. — 


eine beſtimmte Function der independenten Veränderlichen x, x2 --- 
und ber unbeftimmten Auncionen u, u.,... einiger, ober aller 
biefer Independenten, und e8 werde die Totalvariation DV von V 
gejucht. — In diefem alle kann V offenbar variiren, fowohl in 
Folge der Werth sänderung einer, oder mehrerer der Independenten 
x, T2, ..., als in Folge einer Formänderung einer,” oder mehrerer 
der Functionen u, Un... 

Wenn fih z. B. x, ändert, während alle übrigen Größen un- 
geänvert bleiben; fo ift vie entjprechende Aenverung von V offenbar: 


av dV du ar dus 
da, du, dı, 








ne + &e.). dt. 


Ebenſo in Bezug auf ze: 


dV dv du dV za ) 
de, + du,” dar 45 dus‘ da, 1 Re) dæ, 


und f. f. für bie übrigen —— — 
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Aendert fich weiter bie Form ber Function u, während alle 
andern Größen conftant bleiben; fo ift bie entſprechende Aenderung 
von V als einer Function von u, offenbar: 


$V, _dV ,. 
Zu, dh = du, . öu, N 
ja dV 
” weil —- = ift, und ähnliche Glieder werben durch bie Formän- 
berungen VON Ur, Us, .. eingeführt, jo daß bie Totalvariation it: 
(eV „av du av ar ) 
D. v=(z du, ° dr, dus + &e. dri, 
dV 
+ (+ 88 ) aan, 
4 &c. 
dV 


dv 
du, .Öu; + du, + &c. 


während die eigentliche Variation ausgedrückt wird durch: 
dV 
——— un rer + ac. 


(6.) Endlich werbe bie Variation DU von UV=F.V geſucht, 
wo: | 


v=f(,2.... uw...) 
und F ein Operationsſymbol ift, welches der Bedingung: 


F.o+F.p=F(p+pgı) 
genügt. 

Wir wollen wieder wie vorhin verfahren, indem wir fuccefftve 
bie einzelnen Variationen beftimmen, welche aus den Aenderungen ver 
verfchievenen in U enthaltenen veränderlichen Elemente entjpringen. — 
Da V eine beftimmte Function von 21,225... Und Un, U2,.... 
ift, fo ift Ear, daß V, fo lange die Formen der Functionen u, ‚un. 
ungeändert bleiben, auch eine beftimmte Function ber Indepen⸗ 
benten 2, &2,.... ift, und ba F eine bejtimmte Operation andeu⸗ 
tet; jo ift auch U eine beftimmte Dunn von 2,2... Denn 


% ⸗— — 4 Pr * ⸗ 8 
„ir Pur} je L 
ec. um ig AS ter n N Ze 7 werde KL 
. ‘ . ® . [2 
j - 8 4! re. \ eo. 
lo a —* ’ wu Et 34, Pr 226 r * li ) 
er.“ —X ” “ ‘ 


6 

e „ . pi ‘ — 
A , .» . ..+ 
rin e . . J ‘ “ 


.2 


4 7 
4 
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ſich alſo z, allein ändert, während alle übrigen in U enthaltenen 
Elemente conftant bleiben; fo ift die entfprechende Aenberung von 
U offenbar: 


* wo = ven vollftändigen SDifferentialguotienten von U nad z, 
A, 1 


bedeutet — und ähnliche Glieder werden durch die Aenderung von 
X, I... eingeführt. — Es bleibt alfo bios noch übrig, die eigent- 
liche Variation zu finden, d. h. die, welche von ber For mänderung 
der Functionen u, u... herrührt. — Beim erften Anblid Tönnte 
e8 fcheinen, daß die von irgend einer Aenverung von u, herrührende 
Aenderung in U wieder burch: 


au Ou, . 
1 


ausgedrückt werde, was richtig wäre, wenn U eine Function von «, 
in dem gewöhnlichen Sinne des Wortes, d. h. eine Größe wäre, 
beren Werth von dem Werthe von u, abhängt. Die Beziehung 
zwifchen U und u, iftaber blos eine ver Form und nicht ver Größe 
(ed Werthes), und man kann deshalb nicht mehr behaupten: daß 
die der Aenderung von u, entjprechende Aenderung von U dur: 


au 
du, 


ausgebrüdt wird. — Obgleich aber U’ eine Function im gewöhnli- 
hen Sinne von u, ift, fo ift U doch eine von u, beriwirte ober 
abhängige Funcion von u, ; denn die Form von U iſt offenbar 
abhängig von der von V, welche felbft von der von w, abhängt. 
Wegen U=F.Vift nad Nr. 5 aber 9U=F.ÖöV, und nad) (5) 
üt: 


. Öu, 


Ä dv dv 
oV= du, Öu, 4 a, + &ec,, 


mithin wird ver von ber Formänderung von u, herrührende Theil 
bon JU ausgebrüdt durch: 


dV 
er Öu,, 
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und endlich die Totalvariation von U Ki 


DU=‘,- da +5 = da, + 86. 


(4) 
+r.(Z du, + 5 dm + &. ) 


Aus diefem Falle fieht man: daß man bei Anwendung der Regeln 
ber Differentialrechnung auf Fälle, wo vie betrachtete Variation von 
Formänderungen von Functionen herrührt, worfichtig fein muß. —*) 


*) Auch bier it U als eine Function von u, w, ... zu betrachten, 
weil der Werth von U von den Werthen von u, wm, ... abhängt — und 


dieſe letzen Werthe von den Formen von m, u . . . bepenbiren, jo baf 
fih alfo ver Werth, von U ändert, wenn fih auch nur die Formen von 
0... ändern. — Es iſt deshalb allerdings die von da, berrührende Aen⸗ 
derung bes U: 
ÖöU aU 
= Zu, dvi = du, a y («) 
und ebenjo in Begiehung auf ,... ‚weil u, 2, . . . bier ganz biefelbe Rolle 


Ipielen, wie die independenten VBeränderliden in der Differen- 
tialrednung, und das Zeichen 9 blos zur Unterfheidung der von 


Form änderungen herrüßrenben Werth änderungen dient. — In ber That 
ift: 
daV 
F. du, Öu, 


weiter nichts, als der nach der Regel: 


öU=SF.V=F.6V (8) 


transformirte Ausdrud von (a). — 
Wenn alfo: 


U=F.(f(&.%% -.-Un Us. .)) 


f, und die Totalvariation DU gefucht wird; fo bat man zunächſt nach =,, 
23, .. . zu bifferenziven, indem auch u, , .. .. als Zunctionen von =, 
22... in Betracht gezogen werden — und dann neh nad ww, .. .„inbem 
diefe Functionen blos als einfache independente Beränderlidhe be- 
banbelt und ihre unendlich Kleinen Variationen zur Unterfheibung mit 
dag, dun, . . bezeichnet werden, weil fie von Yormänberungen herrühren; 
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8. Nachdem wir fo die allgemeinen Fundamentalſätze 
der Bariationsrechnung aufgeftellt haben, gehen wir zunächſt zu ven 
verfchievenen Fällen über, auf welche jene Sätze bei bem gegenmwärti- 
gen Stande der mathematifchen und phnfifalifchen Wiffenfchaften an⸗ 
gewandt werben können — nämlich zu den Fällen, wo die Functio— 
nen duch die Proceffe der Differentiation und Integration 
auseinander hergeleitet worden. — 


aber im Calcul dennoch ſtets ale unenblid Heine Werthsänderungen 
gebacht werben müſſen — und endlich find die Ausdrücke von: 


U ,,,, 20; 

Öu, uU; du, U2ye.. 

noch nad) der Regel (P) zu transformiren. — Man braucht alfo nur ganz ein=- 
fach den Regeln ver Differentialredhnung in den betreffenden Fällen 
zu folgen, indem man die primitiven ober indbepenbenten Functionen 
einmal als Yunctionen ber in ihnen worlommenden in dependenten Berän- 
berlihen und dann jelbft blos als unabhängige Veränderliche be- 
handelt, im letzten Falle aber ihre unendlich Eleinen Bariationen mit & 
bezeichnet — und endlich nach der Regel (P) transformirt. — 

Auch erhellet ans (A) die Wahrheit des Grundſatzes in Nr. 6 fehr 
deutlich; denn die in jebem Gliede von (4) buch die Übrigen Urſachen be- 
wirkten Nenderungen find offenbar unendlich Heine Größen höherer Orbnun- 
gen, bie gegen biefe Glieder felbft, welche von ber erften Ordnung find, 
nicht in Betracht kommen. — ©, 
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Zweites Kapitel. 


Dariation der Sunctionen einer Independenten 


Aufgabe l. 


9. Man fol die Zotalvariation des Differentialguotienten 
—_ finden, wenn y blos eine Function einer Independenten = ift. 


Aufldfung Offenbar kann fih ein ſolcher Ausprud nur auf 
zweierlei Weife ändern — nämlich in Zolge einer Werth sände— 
rung der Independenten x, und einer Kormändberung der Junction y. 
Die Totalvariation wird alfo nach Kap. 1 Nr.6 durch die Summe 
ber von biefen beiden Urſachen herrührenden einzelnen Aenderungen 
ausgevrüdt. — Wenn fich aber die Independente x um de än⸗ 
bert, indem bie Form ber Function y ungeändert bleibt; fo ift 


d® y dry 
bie entjprechende Aenderung von Fr offenbar = — ° de. Die 


T otalvariation von 2 wird alfo nach der Bezeichnung in Nr. 











dx” 
6 ausgebrüdt durch: 
d" det! d" 
p. = Tr det. . (c) 


Da aber das Operationsſymbol - ber Gleichung: 


F. +F.p=F.(p+9ı)), 
genügt, fo ift offenbar: 


und wenn viefer Werth in (a) ſubſtituirt wird; fo ergibt ſich endlich: 
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I _ d"tiy de ..ö 
D. = dx + a 


Anmerkung Wir haben in Nr. A binfichtlich der Bariation 
Su=ip(z,T2...) die ausprüdliche Bedingung gemacht: daß bie 
Function Y für feinen mit den Bedingungen ber betreffenden Aufgabe 
verträglichen Werth der Independenten z,, z2,... unenblich wird, 
was genügt, fo lange man e8 blos mit der Function felbft zu thun 
hat. — Wenn aber auch abgeleitete Functionen der urfprünglichen 
Function in Betracht gezogen werben müfjen, fo müfjen auch die ähn- 
lich abgeleiteten Functionen von Y für alle zuläffigen Werthe der In- 
dependenten endlich bleiben. — Wenn alfo in (4) in Nr.7 voraus- 
gefet ift, daß in: | 

6.F.9g=F.iw=iF.y, 
bie Function F.Y für feinen mit den Bedingungen der Aufgabe ver- 
träglichen Werth der Independenten z2,,2.,... unendlich wird; fo 


muß in dem gegenwärtigen "alle, wo blos eine Independente x bor- 
fommt, in: 


die Function Yy von einer folchen Form angenommen werben: daß 
". —— für alle zuläſſigen Werthe von z endlich bleibt — welche 


Bemerkung namentlich bei ven Anwendungen ver Variationsrechnung 
auf die Theorie der Marima und Minima von hoher Wichtig- 
feit iſt. — 


| Aufgabe II. 
10. Dean foll die Zotalvarlation D. V von: 


d? d" 
v= (2 2 ee . ), 


finden, wo f alſo eine beftimmte Function von.z, y und ben n er- 
ften Differentialquotienten von y tft. — 

Auflöſung. Diefer Tall gehört offenbar unter (5) in Nr. 7, 
und die Auflöfung ergibt fich fofort, wenn man bie Judependenten 
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auf eine rebucirt, und u, =y, ma... jet. — Wird ferner 
zu Abkürzung geſetzt: 





av dv. _dv „_ av _. 47 
M= Na’ ‚P= ay = a Ip 
"de "de "de 


und fubjtituirt, fo erhält man: 





D.v= (urrz +2,53 IL &c+P, — dr 


d? de 
+ Nöy-+B. I +-B38. Zat&c+ Bad. ze; 
oder wenn für: 


3 #y de y 
ö. ‚ö. dr? ’' dan 


ihre nach ber vorkergehenten Nr. bejtimmten Werthe gefeßt werben: 


* 


— D—— 9 1 ge. c. 4P. ey, 





D. v=(M+N Y + P, * 


wo in der Variation dy=—iypz nqch der Anmerkung in Nr. 9 vie 
Function Yx von folder Form angenommen werben muß: daß weder 
fie felbft, noch irgend einer ihrer n erften Differentialguotienten für 
irgend einen mit den Bebingungen der Aufgabe verträglichen Werth 
von z unendlich wird. — 


Aufgabe IIL 


11. Man foll vie Zotalvariation von: 


fa | __ ( dy ey 
u= |" Var, wo V=f U Yan 9° —— 


iſt, finden. — 


- nd , , Hdı 
F I 
fi ‚ray — = cd er, = AH. x td 
‘ 4 


ı > WU). , 
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Auflöfung Der Werth eines beſtimmten Integrales kann 
fich auf drei verjchienene Arten ändern — nämlich: 1, in Folge ei- 
ner Aenberung ver obern Grenze z, — 2, in Folge einer folden 
der untern Grenze zo — und 3, in Folge einer Formänderung 
ber zu integrivenden Function. — *) Die Totalvariation ift wieder 
die Summe ver Partialvariationen. — Es fei V, der Werth von 
V an der obern Grenze, und dx, das Increment der lektern, in- 
dem die Form der Function V ungeändert bleibt; fo ift die ent- 
ſprechende Aenderung von U gffenbar = Vi dx,. — Ebenfo, wenn 
bie untere Grenze zo das Inerement dx, erhält; fo ift das ent- 
ſprechende Increment von U gleich — Vo deep Vo ben Werth 
von V an ber untern Grenze bezeichnei. — Demnach iſt: 


D.U= Vda, — Vodzo +8.[ "Var, 
30 


fo daß nur noch die von einer Formänderung von V herrührenve 
Partialvariation 6 [ " Var zu bejtimmen if. — Da aber das 
20 
Dperationsfymbol [ der Bedingung: 
F.9+F.9 =F.(@+9ı), 


genügt, fo ift nah Nr. 5 Kap. 1: 


71 *1 
8. | Ver= | öV.dr, 
zo 20 


und da V eine beftimmte Function von r, %, =”, I, Cc. ift; 
fo kann fi die Form von V nur in Folge einer Form änderung 





*) Man pflegt bei ber Ableitung der Bariation eines beftimmten Inte- 
grales auch der Independenten = ein Increment beizulegen ; ba aber dieſe Größe 
in dem Endrefultate nicht vorfommt, welches nur von den Werthen ber Gren⸗ 
zen und ber Yorm ber zu integrivenden Yunction abhängt; fo kann offenbar in 
dem Ausdrucke der Totalvariation fein Glied vorkommen, welches von dem 
Ineremente der Indepenbenten abhängt, das von den Incrementen ihrer Örenz- 
werthe verfchieben if. — Wenn alfo ber Inbependenten doch ein Increment 
ertheilt wird, jo muß der Goefficient deſſelben unter den Integralzeichen won 
ſelbſt verſchwinden. 
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der Function y ändern. — Der Werth von SV ift alfo nach der 
vorhergehenden Aufgabe: 


4 





öv=Nöy+P 7 +P, E94 ge +2 = 
und folglich: 


ö. J " Var = J (vov + P, URN H&cHP, oe) de, 
20 ro —8* d.ı” 


dx? 








welcher Ausdruck durch theilmweife Integration wie folgt transfor- 
mirt werden kann. Es ift offenbar: 








dd dp 
iR P, = = (P,öy), — (Pıöyd- 0 } .öy.dı, 


wo (Pöy), , (Pıöy)o refp. die Werthe von P,öy an der obern und 
untern Grenze bebeuten. — 
Ebenfo ift: 


| 2,799 _ dör is ı dP, döy 
Ele DEE Yu Br eur 


oder wenn das lebte Glied weiter integrirt wird: 


-(P day _ is &y) — (P. ey _ ER Zay) + Gr vd 








a 


Wenn das Glied: 





einer n maligen theilweifen Integration unterzogen wird, fo ergibt 
fich ebenfo: 


1 n 
Sr nat dP, IY 1 . 








n—1 dx ' dır? 


d"!dy 
Bi 39) — (Pr ” dar — &e. ), 








+ 
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Werden alsdann die Eoefficienten von: 
ddy 
nn ). 8 
vereinigt, fo findet man: 


3 -[, Var=(pı — Br _ge.H- 8 








P. 
a— ‚ 





dP 
en at &c.) 890 





+ (Ps = zn + &c.) (2 F (P2 — &c.)o (3 
+ &c. 
NEN, 
— ——— 


und endlich: 








*1 
p.ſ Ver = Vi dır, — Vo dæo 





4 (R- 4 &.) dyı (A — + &c.) 3Yo 





o 
4 - 0) (2) — (B; -& (FE), J 
+ &c. 
zi P. 
+ Mr en 


12. Diefer Ausdruck beiteht, wie man fieht, aus drei wefent- 
lich verfchievenen Arten von Gliedern — nämlich: 1, aus den Glievern: 


Vi da, — Vo do, 





= )oy.de. 


welche von ber Formänderung ber Function V ganz unabhängig 
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find, und nur von der Aenderung der Grenzen abhängen; 2, aus 
ven Gliedern: 


(Pı — &c.), dyı — &e,, 


welche von der Formänderung ver Function, aber nicht für jeben 
Werth von x, fondern blos für die Grenzwerthe biefer Indepenven- 
ten, abhängen; und 3, aus den Gliedern unter dem Sntegralzeichen, 
nämlich : 
n dp, 
(8 + &e.) dy. da, 


welche von ver allgemeinen Formänderung ber Function abhängig 
find. — Diefer wejentliche Unterfchied erhellet am beutlichiten, wenn 


‚man fich erinnert: daß dy = iyex ift. — Denn alsdann fieht man: 


1, daß der Werth der erften Art von ©lievern von ver Form ber 
Buncion yxz ganz unabhängig ift; 2, daß es zur Beſtimmung 
des Werthes der Glieder der zweiten Art nicht nöthig ift, die Form 
der Function Pa zu bejtimmen, fonvern blos die Werthe, welche 
biefe Function und ihre n — 1 erften Differentialquotienten an ben 
Grenzen haben; und 3, daß der Werth des Gliedes: 


7 (x- 4 &e.)öy. dr 
70 


von der Form der Function Y abhängig iſt, und nicht beſtimmt wer⸗ 
ben kann, fo lange dieſe Form willkürlich bleibt. — 





Aufgabe IV. 


13. Man ſoll die Total variation von ) " Vas finden, wenn: 


70 


d d* d d 
vr} T, u (Gr) 209 GG). | 


ift, d. h. die Grenzwerthe beliebig vieler ber Größen =, y, 3 ..... 


enthält. — 
Auflöſung. Da x, yı und zo, Yo durch dieſelbe allgemeine 
Relation mit einander verbunden find, wie x, y; fo ift far: daß fich 
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5 
das Integral [ "Var nur auf bie in der vorhergehenden Aufgabe 


® 
namhaft gemachten drei Weifen ändern kann. — Wenn nun x, das 
Inerement dx, befommt, indem die Form ber Yuncion y ungeänbert 
bleibt; fo “ ber entfprechenve des N 
— * In 


dV ı dV (dy 
V, — I 
| 4 20 dx, + dyı dı }/ı Ya a. (2) 
dı 
Desgleichen, wenn x, das Incerement dr, erhält, fo ift bie entfpre- 
chende Aendernng des Ax/aer 
day 
-Vo+l" (Z)+5 | (ta a( a) * 
dæ 


Aendert ſich endlich die Form der Function y, indem ſonſt alles un- 
geändert bleibt; jo ift die Aenvderung des Integrales offenbar: 


IU= f "(Nöy4P, — Bi EV rt öy Fa av 


CE er 3 
70 











dæo. 














* &c 
Setzt man nun: 
4V daV x dV 
A ? Te dyı 1 (u _ 
(a), 
— dV _ av m dV 
ko — dxo ‚vo > d yo’ o — ), 
de 


integrirt wieder theilweife, wie früher, und faßt alles zufanmen; fo 
erhält man al8 die verlangte Tota lvariation: 


verfilmt ehe 
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+-- |Vo +f7 (wo + vo ()+ No (I) væ )Ja- dæro 
* (P — + |! vi de 0yı 
(RP - * &c), -("v da ſoy⸗ 


— &c)+ J. — Y)— - B.-&0)— J. — 


+ &e. 
4 fü (v- 2 dP, + d? Fr _ — &e. ) dy. 











Aufgabe V. 


14. Die Totalvariation von U= J vdæ zu finden, wenn: 
To 


d" dz d”z 
Verl ee) 





ift, und y, 3 unbeftimmte Functionen von z find. — 

Auflöſung. Der Werth diefes Integrales kann fich ändern: 
1, duch eine Aenderung von z,; 2, durch eine ſolche von zo; 
3, durch eine Formänderung der Function y, und 4, durch eine 
fSlche der Function 2. — Die Totalvariation wird wieder gefunden, . 
wenn man bie Summe ber von biefen einzelnen Urfachen herrühren- 
ven Partialvariationen bildet. — Sett man wieber: 

















_dv ,_dv avy dv 
— dr’ ag , pP. = dy +’ P, ur de y’ 
dx “de 
und: 
„_dV ’ dV EEE dV 
N de’ P, 2 dz 3 Pn= dz ’ 
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fo ergibt fih auf ähnliche Weife, wie in Aufg. IIT. daß man bat: 
DU= Vidæxi — Vodro 
e) 


.) öy, -(p — 


+B— 26 role) 
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+(P. — &e), (Z)- Pr (Tr), 
+ &e. 
ee) (Pe), 
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Wenn V mehr als zwei unbeſtimmte Functionen enthäli, jo wird 
in den Ausprud von SU oder DU durch jede dieſer Yunctionen eine 
Reihe von Gliedern eingeführt, welche von ven Variationen dieſer 
Funstionen abhängen und benen in Aufg. III. ähnlich find. — Auch 
bleiben dieſe Ausprüde gültig, die Functionen y, 2,.... mögen von 
einander unabhängig, oder durch eine oder mehrere Gleichungen mit 
einander verfnüpft fein. — 


Aufgabe VL | 


dı , 
15. Die Bariation von U= I - Vox, zu finden, wenn: 
30 
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_ dy ‚ey dz en) 
v=r(s Ya der’ Pin‘ dam 


ift, und die Functionen y, 3 durch die Sleihung L=0, welde eine 
Differentialgleihung fein Tann, oder nicht, mit einander verbunden 
ſind. — 

Aufldöfung Der in Aufgabe V erhaltene Ausprud ift auch 
auf den jegigen Tall anmwenbbar, weil bie Art der Ableitung deſſelben 
ganz unabhängig davon ift: ob die Größen dy, dz von einander ab- 
hängig, oder unabhängig find. — Da e8 aber für die Anwendungen 
der Bariationsrechnung durchaus nothwendig ift, daß dy, dz als 
wirklich independent von einander angefehen werben Können; fo 
muß der in Aufg. V erhaltene Ausprud gewifjen Mopificationen un- 
terioorfen werben, ehe man Anwendung davon machen Tann. — Wenn 
die Gleihung L=O für eine ber Functionen y oder 2 aufgelöft wer- 


ven ann, ſo daß z. B. ein Refultat von der Form 2 = (u 2 * ) 
erhalten wird; ſo können die Größen: 


dz d’z drz 


de’ da? '''" dar’ 


offenbar durch bloßes Differenziven gefunden werben, und wenn als- 
danıı die fo gefundenen Werthe in V Mm werben; fo wird 


dieſe Größe eine bloße Funcion von z, 2 „... und bie Baria- 


tion von V wird wie in Aufg. III aefunden. — Da aber die Glei⸗ 
hung L=0 im Allgemeinen eine nicht integrirbare Differentialglei- 
hung ift, jo ift diefes Verfahren felten anwenpbar, und veshalb zur 
Befeitigung der Schwierigfeit ein anderer Weg einzufchlagen. — La⸗ 
grange bat zu biefem Behuf ein Verfahren gefunden, wovon das 
Princip hier vorläufig kurz angegeben werben foll, indem wir bie 
vollitändige Auseinanverfegung befjelben bi8 zu den Anwendungen ver 
Bariationsrechnung auf die Theorie der Marima un Minima 
verfparer. Für jetzt genügt es, zu zeigen: baß man durch biefes 
Lagrange’fche Verfahren einen Ausorud für dj Var erhält, worin 
nur eine der Variationen dy oder dz unter dem Integralzeichen vor- 
kommt. — 
16. Dan feke; 





_dL _ dL dl &c 
— 6 4 dy Y ’ d?y’ . 
dx “de? 
‚ dL dl , 
* 35 = de’ ? =&c 
"de 


fo muß man, da nach der Vorausfegung die Gleihung Z = 0 für 
alle bei ver jevesmaligen Unterfuchung zuläffigen Formen der Func⸗ 
tionen y, 3 ftattfinden muß, offenbar haben ö$L = 0, over: 


2 
at U EN Sc Er ze=0. (4) 


Wenn dieſe Gleichung integrirt werden Tann, fo ergibt fich daraus 
eine der Größen dy, 62 als Function der andern, z. B. dz als 


Function von öy, fo daß fich die Größen 2 R re .durch blo⸗ 


eu 


y ve 


Res Differenziren als Functionen von dy, . ergeben, und 


wenn dieſe Werthe alsdann in den in * V für $U gefundenen 
Ausdruck fubititwirt werben; fo enthält derſelbe nur noch die eine 
ady d?öy 
dt’ di?” 
In diefem alle bat alsdann der Ausbrud von SU die gehörige Form 
und unfere Aufgabe ift vollftändig gelöſt. — 

Da jedoch die Gleichung (A) felten integrirt werben kann, fo ift 
biefes Verfahren im Allgemeinen unbrauchbar. — Addirt man aber 
zu dem Ausprude: 


willfürliche Variation dy und deren Differentialguotienten — 





3V=Nöy+P, = ——— d⸗ Ze Y ge. +N sp, © des = +P, ie 





+ &c., 


bie mit einem unbeftimmten Factor A multiplieiete linke Seite der 
Sleihung (A), fo erhält man: 


9V=(N +0) dy-+(Pı +19) + Le 
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+ +0) 854 CP +19) SE 
+ &c. 
und hiernach wird der Ausprud für SU offenbar: 


sU=(Pı +18 - EN, &c. ) —— 


AP, +? 
_ (Pı +18 — ek 22 &e. ), öyo 


+ Pı+y 8 (7) — (Pr tr (TE), 


+ &c. 
+[) (N + 20 - _4uE Ah TB) + &e.) öy 


+(Pı +8 — Ba 


ö 
+ (Pr + — &e), * -Pı+ WW - (T), 
1 &e, 
+" (N +30’ nd rz &e.) 03. 


Will man nun für SU einen Ausdruck haben, worin nur eine ber 
willfürlichen Variationen dy oder dz unter dem Integralgeichen vor- 
fommt; fo kann folches mitteljt des unbeftimmten Factor A gejchehen. 
— Denn nimmt man benfelben fo an, daß der Gleichung: 


N'’+ Ru’ — SHE Le. =(, 


Genüge gejchieht, jo wird der Ausprud für d40 unabhängig von 
öz, und wenn man biefen Factor fo annimmt, daß der Gleichung: 
2% 


* 
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Nie — ac EM) + &c.=0 


genügt wird; fo wird der Ausprud für SU unabhängig von dy. 
Wir wollen viefes Verfahren nun auf einige Beifpiele anwenden. 


Aufgabe VII. 


17. Die X otalvariation von = |  Vdr zu finden, wenn: 
To 





d a” 
v=f ee Svde), 
und: 
d d®: 
v=fh (u 
it. — 
Aufldfung Man fee wieber: 
dV dV dV 
M= Na’ P, = 7 day ß) P, = &c., 
"dx 
und: 
dv dv X v — & 
u de’ y’ 1 dy ‚M&C 
"de 
ferner: 
‚_dV 
z=[vde, N =, 
fo wird die Gleichung: 
L=0 
in biefem alle: 
dz 
v0; 


und folglich ift: 


e=v, Ben, y=n,%. W=(, B=—I1l yYy=0,&c. 
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Sekt man diefe Werthe in ven in Aufg. VI gefundenen allgemeinen 
Ausdruck von JU, fo erhält man: 


(Pt BED Lg) — 


d(P, +1 
— (Pı + Ar — am + &.) yo 


+(P, + im — &e.), (F)- (Pr + Im — &0)0 (=), 
+ &ec. 


| 2 (pP 
+ | (a+w — arte), FF) _ gu) 2y 


2 di 
— (1,62; — 4,0 [ N’ ſoꝛ. 
(A, 62; 0920) 4 „( +) 


Es leuchtet ein: dah wegen P',=0, Pr =0,.... feine Glieder 
nit (57) (F), 3... vorkommen können, fo wie: daß die To: 


talvariation DU erhalten wird, wenn man Vıdr, — Vodzo zu dem 
vorhergehenden Ausprude addirt. — 

Um viefen Ausprud auf einen andern zu bringen, worin nur 
eine willfürliche Variation dy unter dem SImtegralzeichen vorkommt, 
braucht man A nur fo anzunehmen: daß ber Gleichung: 


N+S2= 
genügt wird, woraus folgt: 
= — (Nde=i 
Subftituirt man diefen Werth und addirt Vıdr, — Vodzo, fo er- 
gibt fich endlich: 
DU= Vıda, — Vodxo+ (P. + iz, Tun + &.) öy, 


d(P., 7 ix⸗ 


— (Pı + im — 2 + &e.) 890 
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ady 


| ad | 
++ im - &o), (u) Ptm— Eh (Zr), 


+ &c. 
+ i,d2, — iod2o 


n . _ MP +im), d(B-+ia) 
+ | (X+% a Re )öy. de. 


Wenn V eine Function von; 
d 
%, % = „&c. fP vdar, 


wäre, jo würbe die Gleichung: 


L=0 


offenbar: 
_#2 0 
ur? Zum 
und man fieht leicht ein, daß ber Coefficient von dz unter dem Inte- 


ralzeichen ilt: 
gralzeich PR 


dar 


N+T 


Der Ausdruck von JU wird folglich auf einen andern mit nur einer 
wilffürlichen Variation dy unter dem Integralzeichen gebracht, wenn 
man ſetzt: 

ı=—- fNar= in 


Da ferner PR=0, Pr=0,.... ift, fo wird ber legte Ausdruck 
von DU durch Subftitution von. i, für i: 


DU= VYıda, — Vodio +{Pı +r%2 KR +4 9) +&e.) dyı 
1 


d(P, ri * 72) 


-(P+% 1, — = +6.) öyo 


döy 





)) - Pt+sm- ur (I), 
+ &c. 


+ (PR, + % — Sc), (Fr 
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rem“ (4 da — ) 02, — —— ) 020 


"(I 
+ &c. 


dr! d2 dr-16 
+ (li)ı er) — (%)o ), 


+ [(a+5» in v Am) + &e. ) ya. 


Aufgabe VII. 








18. Die Variation einer Function von: 


d 
T,y, > „ &C, 


zu finden, deren Form durch eine Differentialgleichung erfter 
Ordnung beftimmt wird. — 


Auflöſung. Es fe: 


indem bie Form der Function f fo beſchaffen iſt, daß der Gleichung: 


L= (mu 2 „ &e. U, 37 —)=0. 


Genüge gefhieht. — Da die Sleihung LO nach der VBorausfe- 
gung für alle Formen der Function y ftattfinden muß, jo muß man 
die Gleichung Haben: 
o6L=(, 
welche, wenn wieder gejekt wird: 
dl dl 


= —, B= 


dy’ 


effenbar übergeht in: 
tr +Nac+HP=0; 
oter wenn ver Kürze wegen: 
u=edy HB EI + Ar. 
geſetzt wird: 
nu + PU = 0. 
Muttiplicirt man viefe Gleichung mit einem unbeftinmten Factor A 
und integrirt theilweife; fo ergibt ſich: 
ıPOU + [ (mr Pu + Su =0. 


Da die Gleichung L= 0 immer als für © * U aufgelöft angenommen 


werben Tann, fo kann offenbar P’= 1 oe werben, und da ber 
Factor unbeftimmt ift; fo Tann derſelbe ftetS jo angenommen wer⸗ 
den: daß der Gleichung: 


m—2=0, 


Genüge geſchieht, woraus folgt: 
= enaux 
Hierdurch reducirt ſich die Gleichung auf: 


V. ea — — (ei"az du; 
oder endlich: 


IU=—etisl esNas Su, 
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Wir haben fo SU purch dy, us „... verbunden mit x, y, 2. 


ausgedrückt; allein die Form, unter welcher dieſe Variation hier er- 
Scheint, tft ziemlich unbrauchbar, fo daß es beſſer ift, den Ausdruck 
ö. f Udr nach dem Verfahren in Aufg. VI zu behandeln. — 


Höhere Variationen, 


19, Wir haben bisher in Bezug auf die Veränverlichfeit, ober 
Unveränverlichleit der Born der Function öy=Y (a, 72,...) feine 
befondere Vorausfegung gemacht, jo daß bie NRefultate, zu welchen 
wir gelangt find, gültig bleiben, bie Form biefer Function mag un- 
veränberlich, oder veränderlich fein. — Wenn 5. DB. dad Ope- 
rationsſymbol F der Bedingung: | 


F.9o+F.9 =F.(p-+9ı), 
genügt, fo ift: 
öF.9=F.ög=F.it, 


bie Form der Function Y mag als veränberlich, oder als unverän- 
berlich angenommen werden, — Diejes ift aber nicht mehr gleichgül- 
tig, wenn man bie zweite Variation, d. b. die Bariation der 
Bariation zu betrachten hat. — In dem vorhin angeführten Bei- 
fpiele ift allgemein: 


®?F.9=F.6p=F.idy, 
und folglich, wenn von unveränberlicher Form wäre: 
| ”F.9=F.0=0;* 


*) Diefes Reſultat ift offenbar unridtig — denn Daraus: daß Die 
Bariation der primitiven oder unabhängigen Function als von un- 
veränderlicher Form angenommen wird, Tann unmöglich folgen: daß bie 
zweite Variation der abhängigen ober derivirten Function (pP) = 0 
it — fo wenig in ber Differenttalrehnung der zweite Differentialguotient 
einer Function deshalb ſtets — O if, weil das Differential dz ver unabhän- 
gigen Veränderlichen = als conftant, ober vielmehr ale daffelbe bei ben 
fucceffiven Differentiationen angenommen wird. — Die Bariation von @ 
bei den höhern Variationen von o=F(g) als unveränderlich annehmen, 


32 


benn offenbar ift: 
Fo=F(-+0)=F.p+F.!, 


alſo: 
F. O F. P- F. SO. 


Die Unveränderlichkeit der Form von p wollen wir num 
un Allgemeinen annehmen, fo baß eine primitine (unabhängige) 
Function eine folche ift, deren Variation von willfürlicher, aber 
unveränderlidher Form iſt — d. h.: wenn u eine primitive 
Function von beliebig vielen Veränderlichen ift, fo wollen wir anneh- 
men, baß die Variation du jo bejchaffen ift, daß der Gleichung: 


du = 0 


genügt wird. — Hierdurch wird offenbar die Analogie zwifchen einer 
primitiven Junction und eimer independenten Beränberlichen 
noch vervollftändigt. — 





Aufgabe IX, 
20. Dean fol die zweite Variation des Differentialguotienten 
ey „ 
Ian finden. — 
Auflöfung Nach Aufg. I ift: 
day __d"dy. 





"dar dar ’ 
mithin offenbar: 
beißt offenbar weiter nichts, al8 dp = iw für die Variation der unabhängi- 
gen Function fortwährend zu nehmen, fo daß man hat: 





dF 

= F(p+6p) — F(p) np = F (p)0p, 
d’F . 7 2 
rl (pp) - FM = FI, 


etc. etc, 


u. ſ. f. Kurz man braucht nur zu bemerken: daß die unabhängige Fune— 
tion @ bier ganz dieſelbe Rolle pielt, wie die unabhängige Beränderliche 
z in ber Differentialrehdnung — und baf die eigentlichen Bariatio- 
nen, obgleich fie von For mänderungen der Functionen berrüßren, im Calcul 
Doch zuletst ala Werth sänderungen betrachtet und behandelt werben miüflen, 
fo daß ſich alles wie in den entfprechenden Fällen der Differentialrechnung ge- 
faltet. — ©. 
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52 ay _d y, 
dar dar ’ 





aber d?y=0, weil y eine primitive Yunction ift; folglich: 





dı* 


und endlich: 


2.40, 


Aufgabe X. 


21. Die zweite Variation von: 





d d* 
v=f(a, Yo .. ) 











zu finden. 
Auflöſung. Nach Aufg. II iſt: 
_dV dv döy daV deröy, 
=, dy + day riet dey dr 3 
"de " dar 
folglich: 
dv dV döy 
Tv — — — 
2 (7, &y)+0 Fra +8. 
"dx 
- Aber wegen: 
y= 0,49 =0, &e. 
üt; 


(7, )= 8.7, > 


und wenn man den Werth von 6. a ebenjo wie dY beitimmt; fo 


findet man: 
3 























. vr ey 
ö. =—- > Be —8e— — 
34 = “ ey 
dyd. dl. 
Eimer Mi: 
8 dr dy , _, dr 
dy dr dr u’ 
dr ) dz 
me: 
art Sit 
mn (r 
&e.=&c, 
alſo eudlich 
ev EV di döy 
#V= 75H tr? are *6 EIN +-6c. 


Aufgabe XL 
22. Die zweite Bariation von [Vdz zu finden, wo: 
dy 
v=f 2,72 -- 2) 
fl, — 
Aufldfung Nach Aufg. II ift: 
öfVdar=|jdVdr, 
und aus bemfelben Grunde ift offenbar: 
8? (| Var—=f[d’Vdr, 


und wenn man für 32V feinen Werth aus ver vorhergehenden Auf- 
gabe fubftituirt; fo erhält man endlich: 
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8° ( Var 


d?V d?’V y® d?vV dd 
—— + (Z re} Ar. 


————— 


Man ſieht leicht ein, daß durch daſſelbe Verfahren auch die 
dritten, vierten, ꝛc. Variationen gefunden werben können; allein 
e8 würde für bie Anwendun gen ber Variationsrechnung ganz nutz⸗ 
[08 fein, dieſe Rechnung bier weiter fortzufegen. — 











Drittes Kapitel. 


Marima und Minima unbeflimmter Sunctionen einer in- 
Dependenten Deränderlichen. 


23. Unter enem Marimum, over Minimum einer Func- 
tion verfteht man im Allgemeinen jeden Werth tiefer Function, wel- 
cher refp. größer, over kleiner iſt, als jeter antere Werth ver 
Function, welcher durch eine unendlich kleine Aenverung irgend 
eines, oder mehrerer ihrer veränberlichen Elemente erzeugt werben 
kann. — Aber in ver Bariationsrehnung ind Beſondere wird 
unter einem Marimum, oder Minimum ver Werth einer veri- 
virten oder abhängigen Function verftanden, welcher reſp. grö- 
Ber, over kleiner ift, als jeder andere Werth, welcher durch eine 
unendlich Fleine Formänderung ber primitiven Function erzeugt 
werben kann. — 

Wenn alfo p eine unbeftimmte primitive Function, und 
u=F.gp eine davon abhängige oder derivirte Function beveu- 
tet; fo kommt es darauf an: diejenige Form von @ zu finden, welche 
u zu einem Marimum, over Minimum macht. — Zu dem Zmwe- 
de fegt man ꝙ + ip ftatt p in u=F.9p, und entwidelt F.Cp-Hiv) 
nach Potenzen von i; fo muß, wenn F.p en Marimum ober 
Minimum werben foll, ver Goefficient von i in der Entwickelung 
verfehwinden, und der von #2 ftets baffelbe negative, oder po— 
ſitive Zeichen behalten für alle Formen der Yunction p, welche 
bie Bedingungen der Aufgabe gejtatten. — Mit andern Worten: 
wenn: blo8 die Form von @ fich ändert, fo muß du = 0 fein, und 
wenn fich auch die Werthe der independenten Veränverlichen 
änvern; fo muß Du=0 fein. — Wir wollen nun dieſe allgemeine 
Theorie auf Fälle anwenden, wo bie Derivation der Functionen durch 
Differentiation und Integration gefchieht. —*) 


*) Wenn = F(g) ift, fo ift unmittelbar : 
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Aufgabe J. 
24. Wenn y eine unbeſtimmte Function ver einen indepen⸗ 


benten Veränderlichen x ift, biejenige Form für y zu finven, welche 
ven Ausdruck: 


dy d’y 
(an, 2) . 


zu einem Marimum, over Minimum madıt. — 
Auflöfung Man fege: 





dy d? 
u = f X, y, u an ..... ) 
und es ſei: 
_ÖöF(p), __dF(p) 
dꝰu dꝰ 
Hu, z Im" Fr * 
deu d?F (p) 

34 — AR VOR: , 

um dp dp öp®, &c 


Denn daß die unendlich Kleinen Bariationen von Form änderungen 
ber Functionen herrühren, ift für die Rechnung als folde ganz gleichgültig, 
weil fie in Diefer, wie ſchon mwieberholt bemerkt, doch zulett ale Werthsände- 
rungen aufzufafen find. — Darans folgt aber: daß es bier in der Varia— 
tionsrehnung ebenfo unnöthig ift, wie in ber Differentialrehnung, 
bei der Theorie des Marimums und Minimums von Reihenent- 
widelungen Gebrauh zu machen. — Und da die unabhängige Yunc- 
tion 9 bier ganz dieſelbe Rolle fpielt, wie die unabhängige Veränderliche = 
in der Differentialrechnung; fo erhellet auf der Stelle: daß bier Die ganze Theo⸗ 
rie diefelbe Bleibt, wie in der Differentialrehnung (Bergl. Schnufe: 
Srundlehren der höhern Analyfis Theil 1, Seite 148 folgg., und ©. 
168 folgg., oder Cournot: Theorie der Functionen ©. 98 folgg.\ ober 
endlich: Cauchy: Borlefungen Über die Differentialrehnung, 
beutih von €. H. Schnuſe.) 

Es kann deshalb alles, mas der Verf. in zwei Heinen Noten noch als Er- 
gänzung binfichtlich der zweiten Bariation und des Mar., ober Min. hinzu- 
fügt, bier füglich wegfallen. — ©. 
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du Mdæ + Ndy+ Pd.Y+P, d q 





fo ift nach Kap. 2, Aufg. II: 
d? dy. 





du=Nöy+Pı 7; gay +Pı 7, =+ &c. 


Wenn aber y eine jolde Form bat, daß u ein Marimum, oder 
Minimum wird; fo muß du 0 fein, over: 


= 








Es ift aber im Allgemeinen offenbar ummöglich, biefer Gleichung zu 
genügen, ohne bie Independenz ver Form ber Yunction » oder du 
aufzuheben; venn wenn nicht die Größen N, Pi, Pa .... einzeln 
=0 find, fo wird durch die Gleichung: 


Ny+p 4 mV + Se=0 


eine Relation zwifchen ver Form ber Function du ober y und der 
Form der Function y oder ꝙ ausgebrüdt, wodurch alles Frühere 
ſinnlos würde. — Auch it es im Allgemeinen nicht möglich, den 
Gleichungen: 


N=0(0,P, =(, &ec. 
zu genügen, weil jede dieſer &leichungen eine allgemeine Relation 
zwifchen x und y ausprüct, alfo die Form der Function y beſtimmt. 


— Wenn alfo die durch alle dieſe Gleichungen beftimmte Form ver 
Sunction y nicht dieſelbe ift, jo kann offenbar ben Gleichungen: 


N=(, P, =), &c. 


nicht zugleich genügt werben — und da dies im Allgemeinen nicht 
ftattfinden wird; fo ift endlich einleuchtend; daß unfer Problem im 
Allgemeinen nicht gelöft werben fann. — 


Wenn die Zunction u nur eine ver Größen: 
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enthält, ober wenn durch bie Bebingungen der Aufgabe für jenen 
Werth von x die Werthe aller diefer Größen, mit Ausnahme einer 
einzigen verjelben, fixirt find; jo rebucirt fich vie linke Seite ber 
Gleichung: 


Nöy--P: N 4 ge. —=( 


auf ein Glied, und kann mithin erfüllt werden. — 
Wenn z. B.: 


Ur Seymerb u 4 
ift, und unter den Formen ber Function y,/ bei Welchen dieſe Func- 
tion für einen gegebenen Werth von = einen beftimmten Werth 
befommt und vie Function uw en Marimum, oder Minimum 
wird; jo reducirt fich die Gleichung: 


d6 
Nöy+P TI +&.=0 


af PR =0, und kann mithin erfüllt werden. — r 

Diefes wird, geometrijch aufgefaßt, vielleicht noch einleuchten- 
ber, wo alsdann die Aufgabe lautet: Eine Curve von folcher DBe- 
ſchaffenheit zu finden, daß für jeden Punkt derſelben die Function: 


(#03) 


ein Maximum, oder Minimum wird, indem biefe Curve in jevem 
ihrer Punkte blos mit den durch denſelben Punkt gehenden Curven 
verglichen wird. — 


Beifpiel. 


25. Eine Curve won folcher Befchaffenheit zu finden: daß, wenn 
an irgend einen Punkt T (Fig. 1) verfelben eine Tangente gezogen und 
bis zum Durchfchneiven mit zwei gegebenen Orbinaten CM, C’M’ ver- 
längert wird, das Product CM.C'’M’, ein Marimum, over Mi- 
nimum wird, — 

* 


7) 
8 . 24 2 > 
tun. et... , Zrmmrl 7 yeih 
‘ 


’ 

/ / EL A. w; ⸗ l 

, irren Je A sure Ir I, teen "in (1a, . 
’ ._ 


v 
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Wenn 0 der Anfangspunkt ver Coordinaten und: 
a=OM, @« =0M' 


ift, fo hat man: 


d 
CH=y+7(—2), 


CM =y +5. —r), 


und mithin: 
N / d d ' 
Vv=(0M.CM = (3 +2. 0-))y+F@-2)); 
folglich: Ber Pure 


oV/ = (23 +(a+a — 2r) 2) öy 


+ (s + = (a — 2) ) e —2)+ ( + =, @—-2))a-2)} a 


Wenn e8 nun Bebingung der Aufgabe ift: daß die Curve in jedem 
ihrer Punkte nur mit den durch biefen Punkt gehenden Curven ver⸗ 
glichen werben joll; fo muß offenbar dy=O fein, wodurch die Glei⸗ 
hung $V=O af: 


(„+2 @-9)@-)+(y+ 2 @-9)(-9)=0; 


reducirt wird, ober reducirt: 


23 de _ 
Lurper7 a—ı 177 =. 





| Durch Integration ergibt fich hieraus: 
y„?P=+Ml(a—2)(d —e), (A) 
wo 2? eine willkürliche Conſtante ift. Die gefuchte Curve ift alſo 


er) ı 


- 
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eine Ellipfe, ober eine Hhyperbel, jenachdem das obere, ober 
untere Vorzeichen genommen wird. — 

Betrachten wir nun die zweite Variation 6? V, " iſt nach 
Nr. 21 allgemein: 


— yı 
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ddy\? 
7 EN EG 
"de 
alfo in dem gegenwärtigen alle, wo: 
— dy\ 
v=t(eu2) 
und nach ben Ba der Aufgabe dy=0 ift: 


ee ( =ra-9@ 25). 


Sept man weiter für 2(a — 2) (a’— x) feinen aus ber Gleichung 
(A) gezogenen Werth, jo hat man endlich: 


vv + ey =). 
+ e? 


"Vv= 








Das dem negativen Zeichen entfprechende Marimum bezieht fich 
alfo auf die Ellipfe, und das dem pofitinen Zeichen entſprechende 
Minimum auf die Hhperbel. — Auch leuchtet ein: daß un erften 
alle die Eurve ganz zwijchen ven Orbinaten CM, C’M’ liegt — 
und im zweiten außerhalb berfelben. — 


Aufgabe IL 


26. Die Form der Function y und die Grenzwerthe zo, &ı 
von = jo zu beftimmen, daß: 
— [” _ day y\ 
u= |" Vdx, wo v=f(z, vi... 
en Maximum, oder Minimum wird. — 
3* 
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Aufldfung Im dieſem Balle ift nach Kap. 2 Aufg. III: 
| DU= Vdæi — Vodzo 


+{A- +8) 9 — (m —° + &.) dyo 
+ (P, — &c.) (FE), — (P, — &e.) (3), (A) 
+ &. 
+ ru t we)dr= 0, 


Zunächft ift zu bemerken, daß bier zwei verſchiedene Fälle wohl zu 
unterfcheiden find — nämlih: 1, Wenn man die Variation öy oder 
die Form der Function y Fin unbeſchränkt läſſt, pie Bedingung 


jedoch ausgenommen, daß Sfür alle zuläſſigen Werthe von = 


endlich bleibt — und: 2, Dem die Natur der Aufgabe e8 noth⸗ 
wendig macht, daß man für y nur ſolche Formen wählt, welche ge- 
wiljen Bedingungen genügen. — 

Im erften Falle fucht man unter allen möglichen Functio⸗ 
nen die, welche U zu einem Marimum, oder Minimum macht 
— und im zweiten Falle wird nur aus einer Klajje von Yunc- 
tionen, welche gewiſſen Bedingungen genügen, diejenige herausgefucht, 
weiche U zu einem Marimum, oder Minimum madt. — Die 
fih auf ven erjten Fall beziehenden Marima und Minima wer- 
ben abfolute — und die fih auf den zweiten Wall beziehenden 
relative Marima und Minima genammt. — Wir wollen zunächft 
abfolute Marima un Minima betrachten. — 


27. Setzt man: 


2 dd 
a=V, de, + (Pı — 4260) Sy &ec.) — + &e. 














und: 
d 
00 = Vodzo + (Pı — ea + &0.). öyo + &c. 
fowie: 
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1 + Pr 


B=N — &c.+(— IR a . 


jo wird vie Gleichung (A): 
00 + [7 Böydz = 0. 
70 


Diefer Gleichung kann aber ohne Beſchränkung der Allgemeinheit 
ober Unbeſtimmtheit von oy oder Y nicht anders genügt werben, als 
wenn man fekt: j 


u — un —(, B=). 


Denn wenn nicht &, -- ao —=0 wäre, fo hätte man bie, Gleichung: 


*1 
J boövydæ = 00 “0, 
30 


d. h. das beftimmte Integral einer arbiträren Function ließe 
fih ohne Beitimmung, oder felbjt ohne Beſchränkung ihrer allge- 
meinen Form durch die Grenzwerthe dieſer Function und Die einer 
gewiffen Auzahl ihrer Differentialguotienten ausprüden — was offen- 
bar ungereimt ift. — Es ift daher: 


eo —00=0, f Böyde =. 


Da num bekanntlich ver Werth eine beſtimmten Integrales im 
Allgemeinen von der Form der Function unter dem Integralzeichen 
abhängt, jo ift e8 offenbar unmöglich, ven Werth des letzten Integra- 
les zu beftimmen, ohne wenigftens die Allgemeinheit oder Unbeftimmt- 
beit der Function öy zu beſchränken*), was unzuläffig ift — und 
deshalb kann ver Gleichung ; 


f: Bdydz = 0, 
20 


*) Wir fagen abfichtlih: „wenigftens beſchränken,“ weil in manden 
Fällen ber Werth eines beftimmten Integrales gefunden werben kann, ohne 
daß man bie Form ber Junction unter ben Zeichen f abfolut zu beſt immen 
braudt. — 
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nur genügt werben, wenn 8 = 0 ift. — Man hat demnach die Dif- 
ferentialgleichung : 








=(, 





a 

wodurch die Form der Function y bejtimmt wird. — 
Die Gleichungen: | 
s—-o=0, B=(, 


find wefentlich verſchieden; denn bie erſte bezieht fich blos auf 
bie Werthe von z und y an ben SIntegrationsgrenzen, während 
bie zweite eine allgemeine Relation zwiſchen x und y ausdrückt. 
— Wenn diefes nicht der Fall wäre, jo wäre die Auflöfung der Auf- 
gabe unmöglich, weil offenbar nur eine allgemeine Relation 
zwifchen = und y ftattfinden farn. — Da die Eoefficienten der ver- 
fchievenen Incremente in der Gleichung: 


J 


oder: 








ir 


Yıda, —Vodeo+ (r-5 





+), (5 N -A-aF)  @ 
“1. &c. 
— 4 2 
+ (Pe ai ) — - (2 ——) =, 


conftant find, fo ift Har: dag, wenn * Gleichung überhaupt 
Genüge geleiſtet werden kann, ſolches nur mittelſt der arbiträren 
Conſtanten möglich iſt, welche in dem Integrale der Gleichung: 


ar, d?Pp, de * 


5 dr? — &e. +06 1)" 








N— —( 


vorkommen. — Dieſe Differentialgleichung ift im Allgemeinen von 
der Anten Ordnung; dem da V, und mithin im Allgemeinen auch 
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a 
P, die Größe © — enthält, ſo iſt klar, daß auch an in 7 Pr 
fommen muß. — "Das Integral diefer Gleichung enthält alfo 2n ar- 
biträre Conſtanten. — Wenn aber die Grenzwerthe von: 
d a1 
EN 


völlig unbefchräntt find, fo enthält die Gleichung: 
4 —- 0=0 
2(n + 1) arbiträre Conftanten, nämlich: 


(En), 


und in biefem alle ift es nicht möglich, der Gleichung: 


4 — %o=0 


zu genügen, weil man bie Coefficienten dieſer 2(n + I) willkürlichen 

Sneremente einzeln = 0 fegen müßte, jo daß man 2 (n +1) Glei⸗ 

ungen zwifchen 2n Größen bekäme. — Dies war auch nicht anders 

zu erwarten; denn wenn weder in Beziehung auf die Form ber 

Function y, noch hinfichtlich ver Integrationsgrenzen eine Befchrän- 

fung ftattfindet; fo Tann das Integral offenbar jeden Werth von 

0 bis oo haben, und mithin weder ein Marimum, noch ein Mi- 

nimum geftatten. — Die Art der Beſchränkung hinſichtlich ver Gren⸗ 
zen muß daher in jedem beſondern Falle nach den Bedingungen der 
zu löſenden Aufgabe beſtimmt werden: 


(1.) Wenn die Grenzwerthe zo, z,, von x gegeben find, alſo 
eine folhe Form der Function y gefucht wird, daß das zwifchen vie- 
fen Grenzen genommene Integral ſ Var ein Marimum, over Mi- | 
nimum wird; ſt it de, = 0, do =0, und bie ©leichung: 


6 - no =0 
ift gleichbedeutend mit den Gleichungen: 


(P are) So, ee) 0, 


X 
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(P,— &)=0, (P -&c)h=0, (C) 
&c.=0, &c.=(, 
(Pu) =, (Pd =0, 


beren Anzahl genau ber Anzahl In der in dem allgemeinen Integrale 
ber Gleichung: 


B=0 


vorkommenden willlürlichen Conſtanten gleich ift, jo daß alfo die Auf- 
löſung der Aufgabe in dieſem Falle volfftändig if. — 


(2.) Wenn fowohl die Grenzwerthe von z, als die von y gege- 
ben find, jo iſt du, =0, dy, =0, din — 0, dyo =0, und bie 
Gleichung: 


a — a0 =0 


ift gleichbebeutend mit den 2n — 2 Gleichungen, welche erhalten wer⸗ 
den, wenn man bie Goefficienten der verſchiedenen Variationen: 


(2, 


dx? dar! da"! Jo 


einzeln = 0 fett. — Da ſich aber durch die Subftitution der geges 
benen &renzwerthe von = umd y in bie allgemeine Auflöfung noch 2 
andere Gleichungen ergeben, fo bleibt die Anzahl der Gleichungen 
noh = ?n. 

Wenn alſo von der Gleichung: 


dP, , dP, d« P. 


N- 4-8 4-00 











das allgemeine Integral ift: 


f(&, y, 6, a2... m) = 


wo ei, c2,... willlürliche Eonftanten find; fo hat man zur Beftim- 
mung berjelben bie 2 Gleichungen: 


2,9, ei, cꝛ ... c2) O, fly 0,02...) =0, 
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(1% _ ge ) (e- +8.) =0, 


(P, — &o.), =, (P, — &c)o = 0, N (D) 
&c. &c. 
BP) =0, (P,)o =D. 


(3) Ebenſo, wenn die Grenziwerthe von x, „a = gegeben find, 
fo fallen von den Gleichungen (D) wieber zwei, nämlich: 
dP, — — — 
(Br) 0 (Bra), 


weg; ; „oe gleichzeitig ergeben fich mittelft der gegebenen Grenzwerthe 
von Se I zwei neue Gleichungen auf folgende Weife: Wenn nämlich 
Das Kefattt der Differentiation von: | 





I@ 9, 61,02. »+. 0 


nad x durch: 
d 
f 29 Foo...) =0 


ausgebrüdt wird, jo find bie beiden neuen Gleichungen: 
d 
f %1, Yı, (): 4,02... m) =(, 
d 
r %o, vo(7),; 4,0.. .%) =(, 
3 
2) und (2 er), bie gegebenen dnwerte von ſind. — 


Wenn auch die Grenzwerthe von Tr I gegeben find, fo wird bie 


Anzahl der Gleichungen (D) —8* um 2 vermindert; aber man 
erhält zu, gleicher Zeit zwei andere Gleichungen, wenn man bie Glei⸗ 
Yung: 
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f(&, 9 ci, cꝛ ... 20, 
zweimal differenzirt, und in die Reſultate die gegebenen Grenzwerthe 
von: 

dy d? 

fubftituirt, fo daß die Gefammtanzahl der Gleichungen ſtets —= 2n 
d. h. der Anzahl der willfürlichen Eonftanten gleich bleibt. — Das⸗ 
jelbe findet ftatt, wenn die Grenzwerthe beliebig vieler ver Größen: 

dy dy dy deiy 

N a aa? A dt 
gegeben ſind. — 
(4.) Wenn die Örenzwerthe von x, y, — ... nicht unmittelbar 


gegeben, ſondern durch eine, oder mehrere beitimmte &leichungen un- 
ter einander verfnäpft find; jo find offenbar die Variationen derſelben 
nicht mehr independent, und folglich werben zwei oder mehrere Glie⸗ 
ber der ©leichung: 


u — 0 —=0 


auf eins reducirt. — Hierdurch wir die Anzahl der Gleichungen, 
welche dieſer legten Gleichung äquivalent find, wieder vermindert; 
aber zugleich auch eine hinreichende Anzahl neuer Gleichungen einge- 
führt, fo daß die Gefammtzahl wieder —=2n if. — Wenn 5. 3. 
bie Grenzwerthe von = und 9 durch bie beſtimmten Gleichungen: 


y, =fı (1), Yo=fo(to), 


mit einander verbunden find, jo hat man zwijchen dx, , öyı, dxo, öYo 
die Gleichungen: 


d: 
(2), da, + sy=fı (2). dx, (3 „gxo-t8v0 = fo (20). do. 


Werden alsdann vie aus biefen Gleichungen abgeleiteten Werthe von 
öy, Öyo in: 


u —- 90 =0 
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fubftituirt, und die Coefficenten der inbepenbenten Bariationen einzeln 


= 0 gefett; jo ergibt ſich, daß dieſe Gleichung mit dem Syſteme ver 
folgenden gleichbebeutend ift: 


n+(B- +) @w-(2)|=% 


n+{P- + ), In@)-(F), I=0, 


(P, — &e))ı =, (P, - &c)o = 0, 
&c. &c. 


dP; 


indem die übrigen Gleichungen viefelben find, wie früher. — Dieſe 
2n Gleichungen find mit den vier folgenden: 
yı =fı Gi) Yy=fo (2); 
ya 0 FR Yo Cr... 0, 
zur Beitimmung ver 2% +4 Größen: 
2, Yı, os Yo, €1, eꝛ . .. Ca 


ausreichend. — 


Ebenfo, wenn die Grenzwertbe von z und a durch die Glei⸗ 


chungen: - 
d ’ d ’ 
(3 =f,(2) (). * o (20), 
mit einander — wären; ſo hätte man: 


(>), ar. * ii).dæ (5), dto-t+0. (2), = &c. 


wodurch bie erjten 3 lieder jeder der Größen «,, «o auf eins re 
bucirt, und folglid die Anzahl der durch a, — us =0 gelieferten 
Öleihungen auf 2n — 2 vermindert würde, — 

Zur Beftinmung ver 2% +4 Größen yı,...Cı,...% bat man 
alsdaun außer dieſen 2r — 2 Gleichungen und den im erften Theile 
biefes Falles vorkommenden 4 Gleichungen noch die beiden folgenden: 

4 


90 


f Gy fı da...) =0, f (20, Vo, foto), Cı +.) =0, 
welche durch Differentiation des allgemeinen Integrales: 

F(Cæ, V, ci ... .) 0, 
und Subſtitution der Grenzwerthe von: 


d 
3, V⸗ Fr 


in die Refultate erhalten werben. 
Ebenſo ergibt fih, daß in allen den Fällen, wo bie Bebingun- 
gen der Aufgabe irgend welche der inbepenbenten Variationen: 


öy,, d (), , &e. 


annulliren, oder befchränfen, und folglich die Anzahl ver in ver Glei— 
hung a, — ao —=0 enthaltenen Gleichungen verminbern, gleichzeitig 
biefelbe Anzahl neuer Gleichungen eingeführt wird, fo daß die Ge- 
jammtzahl der Beſtimmungsgleichungen ungeändert bleibt. — Hier- 
aus erhellet aljo: daß die durch die Bebingung DUO gelieferten 
Gleichungen zur Löſung der Aufgabe, vd. h. zur Beftimmung ver 
Form der Function y nothwendig und zureichend find. — 


28. Ehe wir bie vorhergehende Theorie auf Beifpiele anwen— 
ben, wirb es nicht unzwedmäßig fein, einige Ausnahmefälle näher 
zu erörtern. — 


(1) Wenn V eine lineare a bes vhochſten Differen⸗ 
Kae ift, jo Tann P, offenbar Z —I m nicht enthalten, und folg- 


lich it SE 
Scan: : 


— höchftens von ber —* Nten Ordnung. — Die 





V— 





+ &e. + I -=0 


kann alfo von feiner höhern, als von der (2n — 1)ten Orbnung fein, 

und mithin ihr allgemeines Integral höchſtens 2n — 1 arbiträre Con⸗ 

jtanten enthalten. — In biefem Falle kann alfo der Gleichung: 
Aa“ An 1 

*57 De —W 52 
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1 —n=0, 


welche, wie wir gejehen haben, 2n Gleichungen gleichgilt, im Allge- 
meinen nicht genügt werben. — 


Es läßt fich übrigens leicht zeigen: daß, wenn V eine lineare 
Tunction des höchften darin vorkommenden Differentialquotienten 
iit, die Gleichung ; 


p=0 
bie (2n — 2)te Ordnung nicht überfteigen fan. — Denn es fei: 
da” y 
dx" 
fo it V=4u-+ 0, wo 9 und 9’ Functionen von: 





=, 


find. — Da wir ſchon früher gefehen haben, daß bie Gleichung: 
p=0 


bie : I nicht enthält ; fo braucht blos gezeigt zu werben, daß 





dı an 
I nicht enthält. — Diefer Differentialquotient, wenn er über- 


d"-!P, 





d?* 
— 


haupt vorkommt, kann aber nur in einem der Glieder 


fie € 


n — 9— 
Er vorkommen. — Nun ift aber: 





Ä @PB, _@0 
v= +6, P.=V0, — > 

do 
FT in 7 


2n—i n 
und um ben Differentialquotienten — in Cr 





zu finden, muß man die Werthe von: 


dd d0 d« 0 
de’ d 2? „&c. 


bilden, indem man bei jedem Schritte immer nur die Differential- 
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quotienten von der höchſten Ordnung beibehält. — Sekt man nun 
fo bat man: 





7 


286 + ter (dr da ’ 


in welchem Ausprude blos das Glied: 


dA\ dry 
2.2, oe (2). SY 


beizubehalten ift, weil alle andern Glieder offenbar von einer ni edri⸗ 
gern, al8 von der nten Ordnung find. — 


Ebenfo ift in = nur: 


5 de?’ 


das Glied von der (n + ſ)ten Ordnung, und ebenfo ergibt ſich, daß 


BR a; 
m dar nur: 


A). doyi 
du ober (2 di 


von der (2n — I)ten Ordnung it. — 
&8 iſt aber: 
v=60v+0, BD, =v. te) 


und wenn die Werthe von: 


aPp,-ı ®P,-ı di1P,_ı 
de ’ da de? 








wieder wie vorhin gebilnet werben, indem nach jeder Differentiation 
nur das Glied von ber onen Ordnung beibehalten wird; fo er- 


-1D_, 
gibt fich wie vorhin: daß in 9 


nur: 
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A ae da d-1y 
re) 


das Glied von der (2n — Dien Ordnung iſt. 

Da dieſes Glied mit dem vorhin als das Bfieb von ber höch—⸗ 
ften Ordnung in X gefundenen ibentifch it, fo iſt Mar, daß es 
ans; 





da1P,._ı _ d» P, 
dar! dar ’ 
und mithin aus der Gleichung: 
B=0 
verfchwindet, und folglich kann diefe Differentialgleichung von keiner 
höhern al8 der (2n — 2)ten Ordnung fein. — 

Dieſe NRebuction der Gleihung B=0 auf eine andere, deren 
Ordnung um 2 Einheiten niedriger ift, hat Euler zuerft bemerkt, 
deſſen Beweis jedoch, jofern derſelbe allgemein ift, mehr zeigt, daß 
bie Reduction zu erwarten iſt, als daß fie wirklich ftattfin- 
det. — Diefe Euler'ſche Beweisführung ift etwa folgende:*) 

Man jege wieber: _ 











fo muß man, weil V eime lineare Function von v iſt, offenbar 
haben: 
v=2w46, 


wo 9 und 9° Teine höhern Differentialquotienten, als von der (n—I)ten 
Gleichung enthalten. — Es tft mithin: 


BE Sf Var = (Ovar+ (Ode. 
wo das Integral [dvdz offenbar auf die Form: 
| | 0. +5 O.da, 


gebracht werden kann, indem 4,, 0, Teine höhere Differentialguotien- 
ten als u enthalten. — Denn fest man: 


*) Methodus inveniendi etc. pp. 62, 75. 
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SOvdr = 8, + (nd, 
und bifferenzirt; fo findet man: 


d ds 
= ( “+ tee + (2 +; 
woraus wegen v = * erhellet, daß der Gleichung: 


SYvde=4, +SH.dr 
genügt wird, wenn man fegt: 


a) re 


und 4, = [du if. Wenn alfo V eine lineare Function des höch⸗ 
ften darin vorkommenden Differentialquotienten it, fo kann das In- 
tegral [ Vz immer auf ein anderes SVıde zurüdgeführt werben, 
worin V, feine höhern Differentialquotienten, als von der (n — ten 
Ordnung enthält — und wenn biefe NRebuction vor Anwendung ber 
Bariationsrechnung vorgenommen ift; fo leuchtet ein, daß die Diffe- 
ventialgleichung, zu welcher man gelangt, von der (2n — ten Orb- 
nung iſt. — | 

Diefer Beweis ift infofern - wichtig, als er zeigt: daß ber eben 
betrachtete Fall eigentlich fein Ausnahmefall von ver allgemeinen 
Methode if. Denn wenn das gegebene Integral auf feinen ein- 
fachſten Ausprud gebracht wird, ehe man die Prineipien ver Varia⸗ 
tionsrechnung darauf anwendet; jo erhält daſſelbe die Form: 


op + J pde, 
oder zwifchen Grenzen genommen: 


11 , 
— Po 4 pde, 
Io 


wo bie in p,, Po enthaltenen Differentialquotienten von berjelben 
Ordnung find, als der höchfte in pP’ vorkommende Differentialguo- 
tient. — Diefer Fall wird fpäter befonders behandelt werben, und ift 
offenbar von den bier unterfuchten verfchieden, wo bie zu einem 
Marimum, oder Minimum zu machende Größe fein von dem 
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Integralzeichen freies Glied enthält. — Zugleich erhellet aus dem 
Vorhergehenden die Nothwendigkeit: ein Integral immer erſt auf ſei⸗ 
nen einfachſten Ausdruck zu bringen, ehe man die Principien der 
Variationsrechnung darauf anwendet. — 

(2.) Ein anderer Ausnahmefall vou ber obigen allgemeinen 
Methode ift folgender: Es jet: 


v=yf@+F@p), ſo ft N=f@), m P=57. 


Alsdann wird bie Gleichung: } 


unmittelbar integrabel, und gibt: 
=(fd)de+c=fi(d)+e. 


Wird diefe letzte Gleichung für p aufgelöft, fo erhält man ein Re⸗ 
fultat von der Form: 


p=F«(s,e), 
und mithin: 
y=R(&0+t6ce. 
Nehmen wir nun an, baß bie ©renzwerthe von x gegeben find, 
während bie von y unbeftimmt bleiben ; fo ift die Gleichung: 
a — 0 = 0 
gleichbeveutenb mit: 
P,=0, Po- 0, 
oder: 
fi @)te=V, fi (z)te=V0. 
Diefen Gleichungen Tann folglich, da fie nur eine unbeſtimmte Größe 
e enthalten, im Allgemeinen nicht genügt werben, und mithin geftat- 
tet die Aufgabe in diefer Form Feine Auflöfung, obgleich das allge- 


meine Integral die erforverliche Anzahl willfürlicher Conſtanten ent- 
hält. — Wenn jedoch fo) =0, alſo V=F(a,p) ft, fo werben 
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vie beiden Gleichungen PR =0, Po =0 identiſch, unb die Auf- 
gabe ift lssbar; aber unbejtimmt, weil eine Eonftante unbeitimmt 
bleibt. — 

Das Nefultat, zu welchem wir bier gelangt find, findet nicht 
blos für Functionen erjter Ordnung ftat. — Denn wenn V eine 
folche Form bat, daß der Gleichung: 


V 
N= = f@), 


genügt wird, und es find nur bie Grenzwerthe von x gegeben; fo tft 
Har, daß noch biefelben Schlüffe anwendbar find. — Die Gleichung 
B=0 ift wieder, wie in dem Falle von Functionen erfter Orbnung, 
unmittelbar integrabel, und gibt: 


el do‘ 
>; (P= te =fild)+e, 
fo daß bie beiben erften in ac, — u, =0 enthaltenen Gfeichungen 
folgenbe find: 
hadte=0 AQl)+te=0, 


welchen im Allgemeinen nicht genügt werden kann, außer für fı (=) 
=0,d. 5 wenn y gar nit in V vorkommt. — Iſt allgemein 


—_ ber niedrigfte in V enthaltene Differentialguotient — und 
V fo beichaffen, daß der Gleichung: 
dV 
a y 
dr} 





=f(e), 


Genüge geſchieht — und find nur bie Grenzwerthe von x, fo wie 
bie der ‘Differentialquotienten von einer höhern, als von ber pten 
Ordnung gegeben; fo ergibt fich durch ähnliche Schlüffe, wie bie obi- 
gen, daß bie Aufgabe feine Auflöfung geſtattet. — 
(3) Wenn N=0 ift, und blos bie Grenzwerthe von x gege- 
ben find, fo wird die Gleichung A=0 offenbar: 
dP, d’P: 


 — 


dæ dx” 








+&e=0(j; 





ober integrirt: 
P, — — 4 &c.= c, 


Hieraus fieht man, daß fich die beiden Bebingungsgleichungen, welche 
man durch Nullfegung ver Coefficienten von dy,,dy, erhält, nämlich: 





(P - TE + &e. )=% (P - + &e ), —0, 


auf eine, nämlich c= 0 rebuciren, und daß folglich bie Gleichung 
co — oO nidt 2n fondern nur 2 — 1 Gleichungen Äquivalent, 
alfo die Aufgabe in dieſem Falle unbejtimmt ift. — Diefes Reful- 
tat war leicht zu präfumiren. ‘Denn da y nicht in V, ober in ben 


zu erfüllenden Grenzbebingungen vorkommt; fo kann man = zur 


primitiven Yunction nehmen, und es find dann alle in DU=0 ent 
en Gleichungen erforverlih, um eine Gleichung zwifchen = und 


2 ohne willfürliche Conftante zu erhalten; und bie burch Inte⸗ 


gration daraus abgeleitete Nelation zwifchen = und y muß folglich 
eine willfürliche Conftante enthalten. — Aber wenn jeder ver 
beiden Grenzwerthe von y gegeben ift, fo wirb die Aufgabe wieder 
bejtimmt. — 

Desgleihen, wenn N=0, P,=0ift, und die Grenzwertbe 


von y und SI beide unbeftimmt find; fo enthält die Auflsfung 
zwei arbiträre Conjtanten, und kann uur zu einer bejtimmten gemacht 
werden, wenn iwenigftend einer ber ©renzwerthe von y und =y 
firirt wird. — Allgemein, wenn in der Gleichung: 


dP, 


N 7 +&c.=0 





die m erſten Glieder fehlen, und keine Beſchränkung ber Grenzwerthe 
von: 


ftattfindet; fo erhält die Auflöfung m willkürliche Conftanten. — 
4* 
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29. Da fih die Gleichung: 





in gewiffen Fällen ein, oder mehrere Male integriren läßt, ohne daß 
man bie Form der Function V zu beftimmen braucht; fo wollen wir 
einige folcher Fälle bier näher umterfuchen, um fo mehr, al8 wir da⸗ 
bei zu mehreren allgemeinen Gleichungen gelangen werben, welche bie 
Anwendung der vorhergehenden Theorie auf befondere Beifpiele 
fehr erleichtern. — 
Yen d?y 
(1) Wenn bie m erjten ber Grögen 9 I 54* 


fehlen, alſo: 


. mV 


d"t!y d"y 
L, AH rn . 


ift; fo fehlen auch die m erften Glieder ver Gleichung: 


v=f 





N — 


jo daß man die Gleichung hat: 


dp. det Par 


an Fe =0, 








burch deren m malige Integration man folgende Differentialgleichung 
ber (?2n — m)ten Ordnung erhäͤlt: 








Da 
F. HL go =o+ cz +02? ++ meet, 
(2.) Es fei: 
dy d’y d" 
v=r(y a Ir: ..... zn 


fo daß = nicht in V erplicite vorkommt; fo bat man: 





dy d’y 
av=Nay-+ Pıd.n, + Pd. ER) 
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=(n 3 +r 4 +2 + &c.+B, N) a; 


oder wenn man für N feinen aus ber &leichung: 


N ar, 





„ re: ==(, 


. genommenen Werth fubjtituirt: 


+3 3) 9 d’P;, 
va da? dr‘ da de+(P, * dx® — det Re. 








+ (Pair ze Te lr. = )4 


und folglich: 





dP 
v=c+ (A G+S 2. EA 


+ (253-5 7 ‚ZEN az + &c. 


ar tan Zur DEE 


Durch theilweife Integration findet man ferner leicht: 


























deriꝙ _ Y_ dP, de! „[ay "Pu, 
rn ee ee 
folglich: 
dt!y „dy 5* ey dP, iy 
I un. = )de=P Ku a ee 2 
dy dr-IP, 
— —1 
9 de’ dam! ’ 
und mithin: 








d d? dy dP: 
— tn de) 
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dP;, = — dy 
+ (2 8 dr + "de 
+ &c., 


dP, d-! d-1P, d 
+2. - dr arte Der u z ® 





eine Differentialgleichung, welche höchftens von der (2n — Ijten Orb- 
nung if. — 

Wenn alfo x nicht explicite in V vorkommt, fo läßt fich ver 
Ordnungsinder der Gleihung = 0 wenigjtens um eine Einheit ver- 
Heinern. — Es wird nicht unpaſſend fein, wenn wir bier noch einige 
ber wichtigften fpeciellen Fälle als Anwendungen ver vorhergehenden 
allgemeinen Formel mittheilen: 


: (8) Es fe: 
v8) 


" ft v=c+ — 2; aber da V, und folglich P, Functionen von 
u find, fo ift dieſe Gleichung einerlei mit = = ce; alſo y= az 
+0. — Die linearen Tunctionen baben alfo die Eigenthümlich⸗ 
feit: daß fie jene Function von Dan einem Marimum, ober Mi- 
nimum machen, welche ein jolches gejtattet. — 

(b.) Wem: 


d d 
v=r(y =), ſo it V=c+P, 2). 
(c.) Wenn: 


_ d’y — dy _dy dP: 
v=r(u ar). Ve ar 





(3.) Wir wollen nun annehmen, daß die beiden unter (1) und. 
(2) betrachteten Bälle zugleich ftattfinden, d. h. daß weder =, noch,” 
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bie m erjten ver Größen = 3... in V vorkommen; fo wird nad 
(1) die Sleihung = 0 durch tegeation zunächft: 


at: 


Pn — +&.=o0o+c2%4 02? +&c+ n-ı 277; 


alfo: 


dPapi 


Pen dx 


- Ec. to Far + oa? +&c+ on ar. 
Setzt man biejen Wh in bie u: 
av= (pn he + Ant — . + BE SP) ar, 


fo erhält man: 





d"??, a drtiy 
dat? + " ri) q 


+ (? "r Gumt? a FF Zar) de 


+ &c. 
d=Pp, detiy 
_ 4 
+(25 - m der m * damt! dz 


dv= (Par 











t 
Hot as + at + 4 mL, 


und hieraus burch ehe Integration: 











=c * Pati Zi zan + “ m+2 I m+2 — — dæ dæm-i ) + &c. 
d» dP, m de-m—IPp, det! y 
n dı Fr ae aa dermi * dat! 





+ [at a2+ 2? + &c. + m_ı ar!) —— — .de. (PM 


Nun ift aber allgemein: 


£ 











—W de — 

k — 1 — 
ET 

—k 
Ik... 2 -Se CI. F. -I. -2..1. XL, 
woraus ſich die Werthe der Integrale: 
detiꝙ — ty 
am? Eat ar! dert 


ergeben, wenn man fuccejfive k = 1,2,...m — 1 fegt, und wenn man 
endlich dieſe Werthe in die Gleichung (F) ſubſtituirt; fo ift die re- 
fultirende Gleichung offenbar von der (2n — m — A)ten Ordnung, 
d. h. um m + 1 Einheiten nievriger, als die urfprüngliche Differen- 
tialgleichung. — 


Es fei z. B.: 
y d? ey 
v- (2.5 ? 


fo wird die Sleihung B = 0 jet: 








dp, d?P, _ 0 
de de? 
woraus fich durch Integration ergibt: 
dP; 
P 1 — dr 4 C. 


Subftituirt man diefen Werth in die Gleichung: 
av=(P, +2 Y)az 


und integrirt, jo erhält man vie Differentialgleihung ver zweiten 
Ordnung: 


V=c+.et 42 , (d) 


Wir wollen die vorhergehenden Formeln nun auf einige Bei⸗ 
fpiele anwenden. — , 


4 


’ Pe ut, ⸗ ’ 
‘ a c / ” . ei 


8 


⸗ 


gan! 


%u 
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Beifpiel 1. 


30. Man foll vie Form der Function y finden, welche das 
Integral: 


zu einem Maximum, oder Minimum macht. — 
Hier ift: 
— U 
r=r(2) 


y=er+te), 
wo noch die willfürlichen Conftanten c, c’ zu beſtimmen find. — 


(1.) Wenn die Grenzwerthe von x und y gegeben find, jo 
hat man bie beiden ©leichungen: 


und folglich: 


/ .. 
yzatdıyzentcd, “ 
und die Sleihung «, — «= 0 fällt hinweg, weil: 
Yy=0d, dv). * 


(2.) Wenn nur die Örenzwerthe von x gegeben find, io wird 
bie Gleihung &, — ao =0 offenbar: . .- 


4 ” u rN 
4 


C (dyı — 6Y%) = 0, oder c= 0; 


fo daß die andere Eonftante ce’ unbeftimmt bleibt. — Dieſes Bei⸗ 
fpiel gehört unter ven zweiten Ausnahmefall, — 


(3) Wenn bie Grenzwerthe von z und y durch bie Öleichungen: 
y fa) %=h &o)) 
verfnüpft find, fo hat man zwifchen den Imerementen öy,, dırı, Öyo, 
dr, bie beiden ©leichungen: 


d 
öyı + () dx, =m, dt, 


⸗ 
[0 . 
4 x z J en 


⸗ ie 
Yıri!, 4 bc: — . . ‘ ’ . 
. B 
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yo + (5%) duo = madzn, 


wo refp. m, m, für fı (2), fo (Xo) gejett ift. — Die Gleichung 
a — 0% =0 iſt alfo gleichbedeutend mit: 


— ——— 


rαν- 0, 
ober: | 
1 me=0, 1I+mec=0, 

welche Gleichungen in Verbindung mit ven 4 andern Gleichungen: 

y-a+d,yznte, yı=f A) Y=fo (io) 
zur Beftimmung ver 6 Unbekannten: 

Yır %ı, Yo Tor 6, € | 
genügen. — 
Deifpiel 2. 
31. Man joll die Form der Function y finden, welche das Im- 


tegral: n, PR 
= |" y V( 4 a⸗ 


zu einem Maximum, oder Minimum macht. — 
Im biefem Falle iſt Vf (y, 2 ); folgüch nach (9), S. 60: 


v=P, U Le; 


oder wegen: 
d - 
ar: 


P=—[ — 


va+® 





) 
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y ri 
d dx 
vV(i+3% = * to 
alſo: 

y" =c Vr: Gr 
ober wenn ber Symmetrie wegen e= a" gejegt wirb: 


ar dy 
I Year)‘ 


Diefes Differential gehört offenbar in die Klaffe ber f. g. binomi- 
ſchen Differentiale von der Form: 


dæ 


y”i(la+ by") dy, 
indem jetzt it: 
ml, n=ınr=—l,g=2. 
Nun ift aber befanntlich der Ausprud: 


yrit (a + dyr)r dy 
integrabel, wenn; 


m’ 


7 =i, ober mtrz=' 
d. h. eine ganze Zahl ift, woraus Teicht erhellet, daß: 
— __U"dy 
Y(y” — ar) 
integrabel ift, wenn ver Werth von n irgend ein Glied der Reihe: 


, 4, u 4 &ec. 


ift. — Da die Fälle n — 1 und 324 fpäter wieder vorkommen 
werben, fo wollen wir uns jett nicht weiter dabei aufhalten. Es ſei: 


dt 


as dy 


== Yol- a 
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und man fee: 


2 — ys, b =al, 

fo wird: 
352? dz 

= ya?—b9)’ 

folglich: F 
2702 
x + c= 3b . Year) 
Nun iſt aber: 
24 
See re mare 


24 d 
Ze et ee 
alfo: 


enter - 9 +00. 14 ya Bl] 
und enblich: 
$ 
+ it] 


Es find nun noch die Eonftanten zu bejtimmen. 


(1.) Wenn die Grenzwerthe von = und y beide gegeben find, fo 
hat man zur Beitimmung ver Conſtanten a und c bie beiden ©lei- 
chungen: 


z — -.. Ytyat —a) HatllytYmd— ah)}), 


zote= z4 .lyob Gotſ — a8) +adı fyot+ Yard — adyl]. 


(2.) Wenn blos die Grenzwerthe von x gegeben find, fo ift bie 
Sleihung c. — ao = 0 Äquinalent mit: 
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day dy 
y dæ _ y _ _ 
FIT cd Ba 7 ZT 7" ENGE Ba 
V + da? , v( +. da? 0 
Diefen Gleichungen wird genügt durch: 
0, y= ay\ _o, (W 
Yı *0, Jo =, ober (=) 0, (3 
Die erfte Annahme gibt offenbar «= 0, weil die allgemeine Auflö- 
fung ſonſt unmöglich wäre. Aber wenn a0 ift, fo ift offenbar y=0 


die einzige Auflöfung, welche die Gleichung gejtattet; denn wenn y 
nicht = 0 wäre, fo müßte e+c=0, und mithin: 





E71 +c=0, zote=0, oder I, = Lo 


fein, was nicht möglich ift. —*) Die zweite Annahme gibt yı = Yo 
= a, weil ver Werth — a offenbar. unzuläffig iſt. — Nach der all⸗ 
gemeinen Auflöfung ift alſo: 


z Fe=fala u +c=y}ala, 


und mithin x, = xo, was wieder unzuläffig ift. — Im dieſem Falle 
geftattet alfo die Aufgabe Feine endliche Auflöfung. — 


(3.) Wenn bie Örenzwerthe xy, Yy und 2g gegeben find, fo wird 
die Gleihung u, — .=0 offenbar u, = 0, oder zo + c=0, was 
in Verbindung mit der Gleichung: 


$ j 2 
zı, +ce= 2 Sy (yS— a8) + at iyı$ + vy!- a$)}| 


zur Beitimmung der Conftanten a und c genügt. — 


*) Man braucht von den Gleichungen: 


y =V, (= 0, ver yo =0, (7), =(, 


feine in Betracht zu ziehen, weil aus dem Frühern fchon erbellet: daß weber 
y=0 noch y=0O fein Tann. 
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(4.) Wenn die Grenzwerthe von z und y burch bie Gleichungen: 
yı = fı (21), Yo = fo (X), oder dy, midæi, dyo = modæo 
verfnüpft find, fo ift die Gleichung a, — a, = 0 gleichgeltend mit: 


d d 
Ir (m 231-0 [rt (m )|=e 
oder wenn man für V und P, ihre Wertbe fett und reducirt: 


1-+m, (+) = 0, 1-+mo (2), = 0.*) 


Beifpiel 3 
32, Die Zorm der Junction y zu finden, welche das Integral: 








” dt 
. ro dy 


zu einem Marimum, over Minimum madt. — 


Da x in V nicht explicite vorfommt, fo muß man bie Formel 
- (E) anwenden, welche in dieſem Falle ift: 








dy dP. 
v=e+B 2 +P 7 y 3. 
und wegen: 
day d?y 
da? dx? ” 
var Hey Pr * 
dx dx? ds 
d’y 
dP, 4 dr? 
Fre y" day? ’ 
dr? 


*) Wegen ber geometrifhen Interpretation biefer Gleichungen vergl. Kap. 
IV, wo eine allgemeinere Aufgabe unterfudht wird, — 
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wird: 
ny"-1 3 =c; 
woraus durch Integration folgt: ’ 
yP=catc. 


Da diefe Gleihung nur zwei arbiträre Conftanten enthält, fo ift es 
um Allgemeinen nicht möglich, mehr al8 zwei Gleichungen damit zu 
genügen; folglih Tann auch der Gleihung a, — ao = 0, welche vier 
Gleichungen im Allgemeinen äquivalent ift, mittelft diefer beiden will- 
fürlihen Conftanten nicht Genüge geleiftet werden. — In ver That 
gehört auch die jetige Aufgabe unter den Ausnahmefoll (1) in Nr. 
28. Obgleich nun in gewiffen Fällen vie Gleihung a, — ao = 0 
nur zwei Gleichungen gleichgeltend ift, fo ift e8 doch nicht möglich, 
verfelben vurch einen enplichen Werth von y zu genügen, wie fich 
aus einer nähern Unterfuchung der verfchievenen einzelnen Fälle er- 
gibt. — 

(1.) Wenn nur die Grenzwerthe von x gegeben find, fo ift bie 
Gleihung ao, — = 0 offenbar gleichbedeutend mit: 





dP. dp. 
A-)-A-5),0% =, rl 


und wenn die Wertbe von P,, Pz fubtituirt werben; fo ergibt fich, 
daß fich diefe vier Gleichungen auf die zwei folgenden rebuciren: 


y9),yp=V0. 
Aus der allgemeinen Auflöfung folgt hiernach: 
a te=0, no tl=0, 


welchen Gleichungen nur durch c=0,c=0 genügt werben Tann; 
und mithin ift die einzig mögliche Auflöfung der Aufgabe: 


y=(, 
wodurch alfo das gegebene beftimmte Integral auch = 0 wird. — 


(2.) Wenn beide Grenzwerthe von x und y gegeben find, jo re⸗ 
ducirt fich die Sleihung u, — . =0 auf: 


(Pa)ı =(0, (P), 0, ver yı =0, y=0, 
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welchen Gleichungen alfo nur genügt werben Tann, wenn jeder ber 
beiden Grenzwerthe von y=0 ift, in welchem alle die Auflöfung 
y=0ift. — 

13.) Wenn die Grenzwerthe von x und y durch die Gleichungen: | 





dy, = mıda,, dyo = Modito 
verfnüpft find, fo geben bie Gleichungen: 
(P), =0, (P)o=0 | 
wieder: ' | 
Yı = 0, Yy o — 0, 
fo daß alfo diefer Fall auf den vorhergehenden zurücdgeführt ift, und 
bie Aufgabe wieder nur die Auflöfung y = 0 geitattet. — 
Beifpiel 4. 


33. Die Function y fo zu beftimmen, daß das Integral: 


Sh-evar le 


ein Marimum, oder Minimum wird. — 
In diefem Falle ift; 











und da x in V nicht explicite vorkommt; fo hat man nad ©. 60 (Bd): 


d 
v=P, +6 


oder: 
dy? 


y-aylıı tar) = — 


VE- 
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Hieraus folgt durch Reduction: 


w-9V(1+ 3)=a 


PO 
alio: I, a - 
de = (y— c)dy Io. - 

via w-N)’ , .etz 


und wenn man integrirt: 
:—A=-Yl®—-y— 0%}, 


gy-V’+ae-V=aR. 


Dieſe Gleichung beſtimmt die Form der Function y, und binfichtlich 
ber Beitimmung der Conftanten c, c wollen wir bie verfchievenen 
einzelnen Fälle durchgehen. — 


(1.) Wenn beide Grenzwerthe von undy gegeben find, fo tft: 
dæo =(, de, =(, oy—0, öyı =(, 


die Gleichung a, — oo, —=0 verſchwindet folglich, und die willkürlichen 
Conſtanten c, ce’ werden durch die Gleichungen: 


(Yo - 9)? +20 — b)?’ = af, 
y-V+am—- Da, 


beftimmt, welche durch Subftitution der Grenzwerthe zo, Yo, 2ı, Yı 
in die allgemeine Auflöfung enthalten werden. — 


(2.) Wenn die Grenzwerthe von gegeben find, während die von 
y unbeftimmt bleiben, jo iſt die ©leihung «&, — ao =0 in biefem 
Falle gleichbedeutend mit: 


(P)o=0, (P)ı =0, 
und wenn man für (P))o, (Pı)ı, ihre Werthe: 


oder: 





dy dy 
—— —, — —. 
v (rs) ) (+) 1 
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welchen Gleichungen alfo nur genügt werben Tann, wenn jever ber 
beiden Grenzwerthe von y=0 ift, in welchem Falle die Auflöfung 
y=0Difl. — 
13.) Wenn die Grenzwerthe von z und y durch die Gleichungen: 
ayı = mıdz,, dyo = modæo 
vernüpft find, fo geben die Gleichungen: 


(P.)ı = 0, (Pz)o =0 
wieder: ' 
y=0—0, =, 


jo daß alfo diefer Fall auf den vorhergehenden zurüdgeführt ift, und 
bie Aufgabe, wieder nur bie Auflöfung y = 0 geitattet. — 
Beifpiel 4. 
33. Die Function y fo zu beftimmen, daß das Integral: 


Sl-ev ar )|a 


ein Marimum, oder Minimum wird. — 
In diefem Falle iſt: 





und da — in V nicht explicite vorkommt; fo hat man nach ©. 60 (b): 


d 
v=-R +6 


oder: 
dy 


ay(ı+ +) = - 8 u, * 


dx? 
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Hieraus folgt durch Reduction: 


a-)V(1+ )=a, 


alſo: a 
dk (y— c)dy vr. 
Yl®— wo)’ „zer 


und wem man integrirt: 
z-A=-Yl®-4-08), 


g-VP"+a-Y=aR. 


Diefe Gleichung bejtimmt die Form der Function y, und Binfichtlich 
ber Beftimmung ver Conftanten c, ce’ wollen wir bie verfchievenen 
einzelnen Fälle durchgehen. — 


(1.) Wenn beide Grenzwerthe vonz und y gegeben find, fo ft: 
do, =0, da, =0, ön =(0, dyı =0, 


bie Gleichung a, — a, =0 verſchwindet folglich, und die willfürlichen 
Eonftanten c, ce’ werben durch die Gleichungen: 


(Yyo—-oO?’+(z — b) aꝰꝛ, 
(yı — c) — (æ b’=auR, 


beftimmt, welche durch Subſtitution der Grenzwerthe 2, Yo, 21 Yı 
in die allgemeine Auflöfung enthalten werben. — 


(2.) Wenn die Grenzwerthe von gegeben find, während die von 
y unbeftimmt bleiben, fo ift die Gleichung a, — ao = in biefem 
Falle gleichbedeutend mit: 


(Pı)o =(0, (Pıı =, 
und wenn man für (P,)o, (Pı)ı, ihre Werthe: 


oder: 





dy dy 
|), -.[-& |, 
vr) ) (Hr) 1 





— — ur 


— — 
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ſetzt; ſo geben dieſe Gleichungen: 
To — b= 0, 
4 — b = 0. 
Da dieſe beiden legten Gleichungen nur eine willfürliche Conftante 
b enthalten, fo kann venfelben offenbar nicht genügt werben, und das 
vorgelegte Integral geftattet mithin in dieſem Falle weder en Mari- 


mum, noch ein Minimum. — In der That gehört dieſes Beiſpiel 
unter den Ausnahmefall (2) auf ©. 55. 


(3.) Wenn die Grenzwerthe von x und y durch die Gleichungen: 


Yo = fo (20), 


yı = fı (&ı); 
oder: 
dyo = modæo- 


dy, = m, de, 


verbunden find, und man fegt für Vr, Vo... ihre Werthe in bie 
Steichungen in (4) in Nr. 27; fo ethibt ſich: 


na (HB) (m 


dy, 
dr, 


=) 743) 





=(, 





_ 40 


a) due, — 





oder durch Reduction: 


VCH) — 
v/(t+ 2) - a(1-+m 73°) =0. 


Subftituirt man ferner für En 2* ihre durch Differenziren der 
1 0 











23 
allgemeinen Auflöfung gefundenen Werthe, und reducirt; fo erhält 
man endlich die beiden &leichungen: 
c+ a1 —b)m=0, 
c+ ao -b)m= 
welche nebft den 4 Gleichungen: 
Yyı-V+@a- bar, y=fı (a) 
(S0o - c) Eo - Ha, y=folzo), 
zur Beſtimmung der 6 Größen: 
2, Yı, I NJo-b, € 
hinreichend find. — 
Aufgabe II. 


U= v+[” Vor, 
Io 


V von berfelben Form, wie in us II und: 


v= f {20 90,(5 I) (3 Fr ae) ( 1m 


fit, die Form ber Yunction y und die Grenzwerthe z,, 2, fo zu bes 
ftimmen, daß U ein Marimum, oder Minimum wird. — 
Anflöfung. Da bie allgemeine Gleichung: 
B=0 

blos aus den unter dem Iutegralzeichen ftehenden Gliedern gebilnet 
ift, fo ift fie offenbar diefelbe, wie in der vorhergehenden Aufgabe, 
und wir brauchen deshalb blos die fih auf die Grenzen beziehenven 
Glieder zu betrachten. Sekt man; 


34. Wenn: 








dv—=Mdn +N dyo+Pıd( 9), + &c. + Pi 


d“y 
da" PR 





"# „ „ d ’ 
+ M "da, + N”ayı + P'a(G) +c + —* 
5 * 
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fo ift Teicht einzufehen, daß bie in DU wegen V’ binzulonmenben 
Glieder folgende find: 


M'de, + N öy + Pı (>), 1&c.+P, (TE * 25). 


+ M’azı + N"öyı + Pr (I) + Re Pr ( a), 


Die linke Seite der Gleihung & — a, =0 wird daher um 
biefe Glieder vermehrt, und da fie offenbar ganz won berfelben Form 
find, wie die bereits vorhandenen Glieder; fo bleibt die Behandlungs⸗ 
weife ver neuen Gleichung in ben verfchiebenen vorkommenden Fällen 
auch diefelbe, wie früher. Nur eine wichtige Bemerkung ift hinzuzu- 
fügen, nämlich die: daß nach den frühern Betrachtungen bie Möglich- 
feit, ver Gleichung: 


DU=0 | 
zu genügen, davon abhängt: daß die Anzahl der in der Gleichung: 
4 — dt, = 0 


vorkommenden independenten Incremente im Allgemeinen bie 
Anzahl der in dem allgemeinen Integrale ver Gleichung: 


B=0 
vorkommenden arbiträren Conftanten nicht übertrifft. — 
Wenn alſo ein Fall vorkommen follte, wo die Anzahl dieſer Incre- 
mente größer wäre, als die Anzahl diefer Conftanten; fo könnte of- 
fenbar der Beringung: 


DU=0 


nicht mehr genügt werben. — Nun ift aber in dem vorliegenben 
Valle die Anzahl der durch V' eingeführten und fich auf bie untere 
Grenze beziehenden Ineremente: 


do, &yo, (23 ddr 2). (a da =), 


offenbar = n +2, und die Anzahl ver ſchon in a, vorkommenden, 
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fich auf dieſelbe Grenze beziehenden Incremente ift, mie ſchon früher 
bemerft worden, = n +1. 

Wenn alfo: 

n"+2>n-+i1 
oder: 
n">n—i, 

ift, fo geftattet die Aufgabe Feine Löfung — und ähnliche Schlüffe 
gelten binfichtlich der obern Grenze. — Wenn aljo die neu hinzuge- 
fügte Größe V' einen Differentialquotienten von einer höhern als 
von ber (n— I)ten Ordnung enthält, fo geftattet die vorgelegte 
Function U weder ein Marimum, noch ein Minimum — 

Ein Fall Hiervon ift ſchon ©. 54 angeführt, wo gezeigt wurde: 
daß, wenn V eine lineare Function des höchften darin vorkom- 
menden ‘Differentialguotienten ift, das Integral: 


21 
[ Vdr 
Tg 


pP — Pot Spde 


gebracht werden kann, wo 9,, pP, Differentialquotienten enthalten von 
berfelben Ordnung, al® die des höchſten in p’ vorkommenden Diffe- 
rentialquotienten. — In biefem alle ift alfo: 


auf die Form: 


n"=n"=n>n—1, 

und es ift, wie wir fehon früher gejehen haben, nicht möglich, ver 
Gleichung: 

DU=0 
zu genügen. — Beifpiele hiervon werben in Kap. 4 vorfommen. Da 
aber die Behandlungsweife jedes vorkommenden Falles ver in Aufg. II 
ähnlich ift, jo wollen wir hier nur ein DBeifpiel des eben erwähnten 
Ausnahmefalles durchführen, hauptfächlich, um feine Identität mit ei- 
nem früher behandelten alle darzuthun. — 

Beifpiel. 

35. Es fei: en 
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Del), (En fr Hd 


fo ift: 
⸗ d dy 


14,9 
— 11 >: 
folglich: 
d 
BR = nd —ny-". 
Subftituirt man nım die Werthe von V und P, in die Gleichung: 
d 
v=c+P, 2 


fo ergibt ſich nach verrichteten Reductionen: 


ny*-! 3 =c; 
oder integrirt: 
y=cex+c. 


Hinfichtlich der außerhalb des Integralzeichens ftehenden Glieder hat 
man offenbar: 





’ ‚(dd 
a, = Yıda, + (Pd + N löy + Pi m) 
‚ (d60 
&=Vodro + |(Pı)o —N Höyo—P”, (5 9. R . 
Nun ift aber: 
„_daV _ rl WU\. 
N= a (32), 
folglich: 


Terner: (P)ı N’ = —ny"'. 














__dV _ Mr, 
1 — 2 (48 — dy , 
"\de)ı dr /ı 


alio: 
a = Vi da, — my ty + (&) (32), . 


\ 


Ebenſo ergibt fi: 
0% = Vodt, — "Yo dy, + —7< 4) (2). 


Vergleicht man nun die Werthe von a,, a, mit denen in Beifpiel 
3 in Nr. 32, fo fieht man leicht ein, daß bie Eoefficienten von; 


() ), 


in beiden Faͤllen identifch find, und da auch bie allgemeine Auflöfung: 
=cr-tc, 

mit der in Beifpiel 3 iventifch iſt; fo find auch die dortigen Schlüffe 
in dem gegenwärtigen alle anwendbar, und folglich geftattet auch bie 
jeßige Aufgabe außer y=0 Feine Auflöfung. — 

Die Ipentität der beiden Aufgaben erhellet auch, wenn man nach 
der Euler 'ſchen Methode (S. 53) zeigt: daß ver Ausorud von U 
in Beifpiel 3, nämlich: 





auf die Form: 
wi (Eee (A) rt 


gebracht werben kann. — Segt man zu dem Zwecke: 
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dꝰy 
dr? ’ 
Sy a =gp+Spdr 

de 
und bifferenzirt beide Seiten dieſer Gleichheit, fo erhält man: 
d’y 
de _ dp ı dp day 
dy "de Tayarı 0 
dz 








y 





7 
Weiter gibt die Gleichſetzung der Eoefficienten von ai : 


dp _ 
WW 
" de dx 


woraus durch Integration folgt: 





d 
g=eyil ra Yy); 


indem f eine arbiträre Function iſt. — | 
Subitituirt man dieſen Werth in bie übrigen lieber der 
Gleichung (G), jo erhält man: 


p=-— nt -—p —5 
folglich: 
J. va πVσÇ νν 
Wenn man aber die Werthe &,, Y, und 2. Yy, ſucceſſive in: 
y=yıl I 49 
fubftituiet, jo erhält man: 


9 — Pa — =yr1() — vor), +f@,y)-f@e Ye) 
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und es ift mithin m. 


|! u Zernnifpe 
=yr1( 2) lt ). "|. ri FE ar. 


Aufgabe IV, 
* Var, 
E90 


verlan el) -- ( 2), 


Fr (Ge —E if 


ift, die Form ber Function y ımb die Grenzwerthe x,, x, fo zu be 
ftimmen: daß UT ein Marimum, oder Minimum wird. — 


Aufldöfung. Die allgemeine Gleichung: 
DU=VU 
wirb in dieſem Falle (Kap. 2, Aufg. IV): 


[+ je te) + (29), + & |ae] a 


— Vo⸗ +" ie + „. (2 , +2, + &e.)| dr jaz. 


36. Wenn: | 


und: 


+m 480) + ["sarlen 


WG dP, J. | 
a ‚P — (Gemsseuni &c. . — d. J 
Kr +8) — |, vodz \öno 
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+9 &e)), + [ a ar) — —E f „ade (7 _ 





+ &c. 
“(_dP, IP eur 
+ f "-& a eo, 


und wenn man biefelbe, wie in Aufg. IL, auf vie Form bringt: 


+[” —— 
a — =(; 
N &og KBoyis 


ſo iſt zunächſt klar: daß 4 daſſelbe iſt, wie früher, und daß mithin 
die Form der allgemeinen Differentialgleichung, welche die Form der 
Function y beſtimmt, durch die Annahme: daß V bie Grenzwerthe 
von: 


d 
2, 9% * Ce. 
enthält, nicht geän dert wird. — 
Ferner find die in «, — a, enthaltenen Glieder noch von der— 


jelben Befchaffenheit, wie in Aufg. II, indem fie in der That Reiben 
von ber Form: 


Ada, -+-Bdy+Cı (2) +&c.+A dr, + Body +C, (ZI) +8. 


bilden, wo: 
Ai, Bi, Ci, &c., Av; Bo; Co, &c 


Conſtanten find. — 
Denn in ven Ausbrüden: 


*1 
f Bı dt, &c., f Bode, &c. 
20 ’ 


wird biefelbe Borausfegung gemacht, wie in Bezug auf: 








(P — 5 4 ge.) ; (?i _ * 4 &r.) , 











& 


und die übrigen Coefficienten ver werjchievenen in «x, — a, vorkom⸗- 
menden Ineremente in Aufg. II, nämlich die Vorausſetzung: daß der 
aus der Gleichung: 


6*0 
hergeleitete Werth von y in u, Lo, Ce. ſubſtituirt iſt. — Iſt dieſe 
Subſtitution gemacht und dann die beſtimmte Integration ausgeführt, 
ſo werden die Glieder: 


7 zı 
ſ —8* aa, | Wodız, &c. 
70 79 
eonftant. — 


Hieraus erhellet nun: daß die Behandlungsweife ver Gleichung: 
DU =(, 


in den verfchievenen vorkommenden Fällen der in Aufg. II ganz ähn- 
lich iſt — und die Beichränfungen binfichtlich der Möglichfeit ver 
Aufgabe find denen in Aufg. TIL analog. — Wenn nämlich n’ oder 
n">n—1 ijt, fo ift offenbar die Anzahl der in 1 — ao enthalte- 
nen willfürfichen Incremente größer, als die Anzahl der in dem allge- 
meinen Integrale ver Sleihung E=0 vorkommenden arbiträren Eon- 
Itanten, und es ift mithin im Allgemeinen nicht möglich, der Bedin⸗ 
gung DU = 0 zu genügen. — 

Hieraus und aus der vorhergehenden Aufgabe ſchließen wir aljo: 
baß ver Ausdruck: 


v4 | " var 
10 

im Allgemeinen weder ein Marimum, no ein Minimum geftattet, 
wenn V, ober V’ irgend einen ber Grenzwerthe eines Differential- 
quotienten von y enthält, welcher von einer gleichen, over hö— 
bern Ordnung ift, als der in V vorkommende höchſte allgemeine 
Differentialguotient u .-_ 

Anmerfung Aus der allgemeinen Unterfuchung in Aufg. II, 
III und IV fiebt man: daß, wenn jede der Bedingungen der Aufgabe, 
oder die zu einem Marimum, oder Minimum zu machende Func— 


tion die Grenzwerthe von Differentialquotienten der Function y von 
einer böhern als ver (n — A)ten Ordnung enthält, die Bariations- 
6 
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rechnung feine Auflöfung zu geben ſcheint. — Dan kann deshalb bie 
ganz natürliche Trage ftellen: ob foldde Aufgaben überhaupt eine 
Auflöfung geftatten? — Die Antwort hierauf ift leicht, wenn man 
bemerkt: daß bei ver obigen allgemeinen Unterfuhung gemifchte 
Functionen ftillfchweigend ausgefchloffen find; denn es ift immer vor- 
ausgefett: daß die Function y für alle Wertbe des z vn =, 
bis 2= x, incl. diefelbe Form behält. — Die Trage ift baher 
nicht: ob unter ven Bedingungen ver Aufgabe ein gegebenes Integral 
irgend ein Marimum, oder Minimum geftattet, fondern ob dem⸗ 
jelben ein folcher Werth ertheilt werden Tann unter der Beringung: 
daß die Form der Function y ungeändert bleibt? — Aufgaben 
ber vorhin betrachteten Art laſſen eine folche Auflöfung nicht zu. — 
Aber wenn gemifchte Functionen geftattet werben, fo wird vie Mög⸗ 
lichkeit der Löſung wieder -hergeftellt. — Diefes läßt fi geometrifch 
vielleicht noch deutlicher machen. — Es fei z. B.: 


d 
v=flv, y 7). 


und ziifchen zwei gegebenen Punkten 4A, B eine Linie von folcher 
Beichaffenheit zu bejchreiben, daß bie Differentialguotienten: 

y dy m 

dx’ de? ’''" der’ 
an jedem biefer Punkte gegebene Werthe haben und das beftimmmte 
Integral [Vdr ein Marimum, oder Minimum wird. — 

Die Löfung diefer Aufgabe wird durch eine gemifchte Linie ge- 

geben, welche beſteht: 1) aus einem endlichen Stüde, welches ber 
Gleichung: 





dP, _ 
— 7 *0 


N 
genügt, und durch bie Punkte A, B geht, und 2) aus zwei unenp- 
lich Eleinen heilen in A und B, welche ven andern Beringungen 
ber Aufgabe genügen. — 


Wenn z. B. bie Fürzefte Linie gefucht würbe, welche burch bie. 


Punlte A, B gebt, und zwei gegebene Linien, berührt; fo würde bie 
Aufgabe durch eine Linie gelöft, welche aus einem zwifchen A und B 
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liegenden geraplinigen Stüde beſteht, das von zwei unendlich 
fleinen &lementen begrenzt wird, weiche die gegebenen Linien be- 
rühren. — 
Beifpiel, 
37. Es fei: 


⸗ 


(vA+r3 +2 
—— —— dt, 

„ Y@-— nr 
und a eine gegebene Function von 2, yı; man foll die Form ber 
Function y fo beftimmen; daß U ein Marimum, oder Minimum 
wird. — 

Auflöfung Da in dieſem Falle V eine Function von 4 
iſt; aber x nicht explicite enthält; ſo hat man nach (6) Seite 60: 





v=c+B 3%. 
Es ift aber: 
Ve) LE 
ap Ya-y). vH) 


alfo durch Subftitution: 


ver = 


lud — — 
re ya-9.VYlır 








y 





oder rebucirt: 





l=cy(a -9.Y(1+ = s 


ober T —= b geſetzt und für = aufgeldft: 
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b— 
eye ser 3 (H) 
Diefe Sleihung läßt fich leicht integriven, wenn man ſetzt: 


a—y=bcos’, 
und gibt: 


z-+-b’=b arc 008 vez+ vG@—W-(@-yw, 0 


wo nun noch die Conſtanten db, b’ in den verfchiebenen Fällen zu be- 
Itimmen find. — 

1) Wenn die Grenzwerthe von = und y gegeben find, fo tft 
a offenbar eine Conftante, und mithin die Aufgabe von der Aufg. II 
in feiner Beziehung verſchieden. — Alle Gliever von a, — a, ber: 
fchwinden von felbft, und die Conftanten 5, 5’ werben wie in Aufg. 
II dur Subftitution der gegebenen renzwerthe von x und y in 
bie allgemeine Auflöfung beftimmt. — 

2) Wenn die Grenzwerthe von x gegeben find, während bie 
von y unbestimmt bleiben, fo iſt nach Nr. 13, weil a blos eine 
Function von 2, Yı fit: 


«=|Vi+ f- ut (2 2.) yar Jazı + [01 + | „vi dal du— 


0 = Vodro + (Pı)odyo; 


oder weil die Grenzwerthe zı, zo firirt, alſo dr, =0, do = 0 
find: | 


= — + [7 man öyı, ko = (Pı)oöyo. 
Die Gleichung &, — ao = U ift demnach gleichbedeutend mit: 


Pit | mde=0, (Pir= 
Nun ift aber: 


_dV _dVda_ da Y ( +; Dr 


u 77 Tdadyı dyı (a— Fr ’ 
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und wenn man biefe Werthe von (Pı)ıs (Pı), vı in die obigen 
Gleichungen fubitituirt; fo findet man leicht, daß die zweite gleich- 
bebeutenb ift mit: 

2) = O, vr y—a+b=0, 


und bie eyite mit: 


2 VER)... 


Yvl—y. N] = „ G-Mı 


oder für 1 feinen aus (H) genommenen Werth fubftituirt: 


va) @ 


Setzt man ferner für de feinen Werth: 


ay (22, b—a + an) 
fo u man: 


| _2 b—a-+t 
Gen; = (ne vb — a+y) v =, ) 


und wird biefer Werth in (X) geſetzt; fo folgt wegen: 


Y»-atb=0, 
leicht: 
V( -a-tyı __da\__ 
Vezetr)((-b)-.  @ 
Diefer Gleichung wird genügt, wenn man: 
b-a+y=0, 


oder: 
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da 
a 4 
dyı 
ſetzt. — Die erfte dieſer beiden Gleichungen gibt: 
yzyza—b, 
und wenn man biefen Werth von y, in bie allgemeine Auflöfung (N) 
fett; fo findet man: 
a +b=barc.co.i=2%nb. 
Ebenſo ergibt ſich: 
zo+tb=bar.coa.1=%nb, 


und folglich: 


__ 2% —Xo ‚ der — iro 
2ci — i)n ’ i—i 


b 


Da die Form fla,, yı) der Function a gegeben ift, fo ergibt fich 
ihr Werth aus der Gleichung: 


c=fa,wW)=f@,a—b). 


Wenn der zweite Factor der Gleichung (L) gleich Null gefeßt wird, 
jo fieht man leicht ein, daß man zur Beſtimmung ber willfürlichen 
Conſtanten db, db’ vie Gleichungen hat: 


tb =inb, 
z +b=barc. cos (Try! Ka — yı)-(la— —X 


wo %, durch die Gleichung: 

da _ 

dyı 
gegeben wird, — Wir brauchen uns übrigens bei biefem Beifpiele 
hier nicht länger aufzuhalten, weil baffelbe bei ven mechanifchen 
Anwendungen ver VBariationsrechnung wieder vorkommen wird. — 
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Aufgabe V. 


38. Wenn y eine Yunction von — ift, welche ver Gleichung: 
D J. Ver =0, 
30 


genügt, zu beftimmen, welche weitere Bebingungen erforberlich find, 
damit der’ Werth des beftinmnten Integrales wirklich ein Mari- 
mum, oder Minimum wird, fo wie ein ficheres Kriterium zur 
Unterfheinung des Marimums von dem Minimum zu finden. 


Die Löſung diefer Aufgabe, welche eine der ſchwierigſten ber 
ganzen Variationsrechnung ift, muß mit Recht C. ©. I. Jacobi zu- 
gefchrieben werden. — Denn obgleich Legendre, und fpäter La— 
grange, biefelbe Aufgabe unterfucht und auch theilmweife gelöft ha— 
ben; fo find ihre Methoden doch mit ſolchen Schwierigkeiten verbun- 
den, daß fie praftifch fait unbrauchbar find. — Beide große 
Geometer haben allerdings ein Kriterium gefunden, wodurch das 
Marimum von dem Minimum unterfchieven wird — fo wie eine 
ver Bedingungen aufgeftellt, welche zur Eriftenz eines Marimums, 
oder Minimums erforderlich ift; allein viefe Bebingung, obgleich 
nothwendig, ift doch nicht hinreichend, und das Verfahren, wo⸗ 
durch fie diefen Mangel haben erjegen wollen, hängt von Differential- 
gleichungen, oder in letzter Inſtanz vielmehr von Ungleichheiten 
ab, zu deren Integration fie fein Mittel angegeben haben. — Diefe 
mwejentliche Xüce in der Theorie der Marima und Minima tft 
durch das Verfahren von Iacobi, welches wir num auseinander⸗ 
fegen wollen, vollftänbig ausgefüllt. — *) 


39. Im Vorhergehenden haben wir gefehen: daß die Form 
ber Function y, welche einem Marimum, oder Minimum eines 


gegebenen beftimmten Integrales f * yaz entfpridht, durch eine Dif- 


*) Die Originalabhanblung von Iaco bi findet man in Erelle’s Jour⸗ 
nal, Bd. 17, ©. 68, ober in Liouvelle’s Journal, Tom. II, pag. 4. — 
Der Berf. dieſes Lehrbuches verbantt namentlich der ſehr tichtigen Abhandlung 
von Delaunay in Liouville’s Journal, Tom. VI, pag. 209 ſehr viel, 
welche gleichlam eine meitere Entwidelung von Jacobi's Entvedungen ift, 
und um fo winfchenswertber war, als die Abhandlung von Iacobi fehr 
kurz gefaßt ifl. — 
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ferentialgleichung beftimmt wird, deren Orbnung doppelt fo 
hoch ift, als Die des böchften in V vorkonnnenden Differentialguo- 
tienten von J. — Der fo beftimmte Werth von Y ift daher von ber 
Form: 

[(&, 61, 61.» + 022)» 


und wenn biefer Werth in das gegebene Integral fubjtituirt wird; fo 
ift Har: daß der Werth dieſes Integrales zum Theil von der Form 
per Function f und zum Theil von ven Werthen ber verfchievenen 
Conftanten c,, cꝛ, ... cꝛ. abhängt. — Unfere Unterfuchung zerfältt 
daher von felbit in zwei Abtheilungen; nämlich: 

4) ift zu unterfuchen: ob die Durch die Differentialgleichung;; 


dp 
N, t&.=0 


beſtimmte allgemeine Form ver Function y für gegebene Werthe 
ber in dem allgemeinen Integrale dieſer Gleichung vorkommenden 
Conftanten das Integral [Var wirklich zu einem Maximum, over 
Minimum macht — und: 

2) ob diefe Werthe der Conjtanten in jebem beſondern alle 
fo befchaffen find, daß fie für das Integral [Vax einen Werth geben, 
welcher größer, ober Kleiner ift, als jeder andere Werth, welcher 
burch eine unendlich Fleine Aenderung bes Werthes irgend welcher 
biefer Conftanten erhalten werden kann? — 

Diefe beiden Fragen find offenbar mwefentlich verſchieden, 
und Können folglich unabhängig von einander unterſucht werden. — 
Wenn man z. B. zeigen Tann, daß ver 


y=f(z,c0,0,:..0%) 


entfprechende Werth von ſ Var wever durch eine unenblich Fleine 
Aenderung in der Form der Function y, bei conftanten Wertben 
DON ci, c2,... 2m; Noch durch eine unendlich Eleine Aenverung die— 
fer willkürlichen Eonftanten, indem bie Function y dieſelbe Form be- 
bält, vergrößert werden kann; fo ift Har, daß dieſer Werth von 
fvaxr ein wirklihes Maximum ift. — Nun haben wir aber in 
YAufg. II gefeben, daß, wenn vie Grenzwerthe vor: 
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gegeben find, die Werthe ver Conftanten als Functionen biefer 
Örenzwerthe gefunden werden können — und mithin find auch umge- 
kehrt dieſe Grenzwerthe gegeben, wenn die Werthe ver Conftanten 
ci, E29... 02m gegeben find. — Die beiden Abtheilungen unferer Un- 
terfuchung laffen ſich demnach auch wie folgt ausprüden: 

1) Zu unterfuchen, ob die aus der Gleichung: 


p=V0 


abgeleitete Form der Function y fo beichaffen ift, daß fie das Inte— 
gral [Var für gegebene Werthe von: 


dy d’'y dy dei 
To, Yo GE), . (= o' %,, Yı> (2). .. er ı (m) 
zu einem Maximum, oder Minimum macht? — 
2) Ob die aus der Gleichung: 





u — 00 


abgeleiteten particulären Werthe der Größen (m) fo bejchaffen 
find, daß fie ven entjprechenden Werth des Integrales [Var größer, 
oder Fleiner machen, als jeder andere Werth, welcher durch eine 
unendlich Fleine Aenberung einer, ober mehrerer biefer Größen 
erhalten werben kann? — 

Nur mit der Unterfuchung der erjten dieſer beiden Fragen be- 
Ichäftigt fich die eigentliche VBariationsrehnung, während bie 
zweite in ber Differentialredhuung, bei der gewöhnlichen Theorie 
ver Marima und Minima der Zunctionen mehrerer indepenben- 
ter Beränverlicher, vollftändig erledigt wird. — 

Die wefentlihe Bedingung fin die Eriftenz eins Mart- 
mums, oder Minimums emer abhängigen ober derivirten 
Function v=F.gp einer primitiven oder unabhängigen Funec—⸗ 
tion y=#@ (2,2%, ...% ) beiteht, wie bereits im Eingange biefes 
Kapitels bemerkt wurde, darin: daß der Werth (die Form) von y, 
welche die erfte Variation von w verjchwinden macht, auch das Zei- 
hen der zweiten Variation von w von der Form von dy oder Y 
independent macht, vorausgefegt, daß dieſe Form nicht mit irgend 
einer der Bedingungen der Aufgabe unverträglich if. — In dem 
Talle nun, welchen wir jett betrachten, wo bie Grenzwerthe von; 

6* 











firirt find, tft offenbar feine Form von öy zuläffig, welche nicht den 
Bedingungen: 


dö dr 15 
= (Er) (ER), = 


ady —öy 

u, ), = 

genügt. — Es ift mithin für bie Eriftenz eines Marimums, ober 
Minimums bes betrachteten Integrales durchaus nothwendig: 
daß das Zeichen ver zweiten Variation dieſes Integrales für jede 
Form von öy, welche außer der Bedingung in Nr. 9 auch ben vor- 
hergehenden genügt, paffelbe bleibt. — 

Verner it nothwendig: daß feine folche Form von dy die 
Größe unter dem Zeichen f in ver zweiten Variation unendlich 
macht für irgend einen innerhalb ver Imtegrationsgrenzen Tiegenben 
Werth von x. — 

Und enplich ift im Allgemeinen erforberlich daß feine Form 
von öy, welche ben vorhergehenden Bebingungen genügt, bie zweite 
DBariation von u verfchwinden macht. — Denn wenn biefe zweite 
Variation verſchwindet, ohne daß die dritte Variation zugleich . 
verſchwindet; fo erbellet ganz wie in ber Differentialrechmung, daß 
weder ein Marimum, noch ein Minimum ftattfinden Tann. — 

40. Zur größern Klarheit ver folgenden Unterfuchung, welche 
ihrer Natur nach nothwendig etwas weitläufig ausfallen muß, wollen 
wir von vornherein gleich bemerken: daß es fich darum banvelt, zu 
zeigen, daß bie zweite Variation des betrachteten Integrales durch 
theilmweife Integration auf bie — 


gebracht werden kann, wo: 





öy = y 


N ar, 





— 
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ift, und A, A, Az... An Functionen von x find. — Aus biefer 
Transformation erhellet alsdann: 

1) Daß das Zeichen ber zweiten Variation und von bem ber 
Größe O, abhängt, weil der andere Factor nothwendig pofitiv ift, 
jo daß alfo eine ver erforberlichen Bebingungen für das Marimum, 
oder Minimum barin befteht, daß für alle zwifchen zo und x, lie⸗ 
genden Werthe von x reip.: 


0 < oder >O0. 


Denn wenn O, innerhalb der Integrationsgrenzen das Zeichen än- 
dert, fo kann man, wie fpäter gezeigt werben wird, das Zeichen ber 
zweiten Variation beliebig pofitiv, oder negativ machen — fo 
daß weder ein Marimum, no ein Minimum ftattfinden Tann. 
— Dieſe Bebingung tft fhon von Legendre und von Lagrange 
angegeben. — 

2) Daß, wenn diefe Bebingung erfüllt wird, ver Werth des In⸗ 
tegrales ein Marimum, oder Minimum ift, jenachdem O. nega- 
tiv, over poſitiv ift, vorausgefekt, daß die Größe: 


(Ay +4 TE a +4 æ. 44. I 


für keinen zwiſchen den Integrationsgrenzen liegenden Werth von — 
unendlich wird — und vorausgeſetzt: daß kein zuläſſiger Werth von 
öy ver Gleichung genügt: 


Ady+ 4, ZI + &.= 0 


3) Daß, um zu entfcheiden, ob biefe Bebingungen erfüllt wer- 
den, ober nicht, wie fpäter gezeigt werben wird, nur bie Kenntniß des 
vollftändigen Integrales ver Gleichung: 


B=0 


erforberlich ift — und daß mithin in jebem Falle, wo man Aufg. II zu 
löſen im Stande tft, mar auch bie Mittel zu der Entfcheivung in ven 
Händen bat: ob die gefundene Auflöfung ein wirkliches Marimum 
oder Minimum ift. — 
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Zunächſt aber haben wir die folgenden Hülfsſätze zu beweiſen, 
welche zu biefer Unterfuchung unumgänglich nothwendig find: 
Hülfefag L 


41. Wenn B der Coefficient von dy unter dem Integralzeichen 
in der Variation von [Var ift, jo kann 5B auf die Form: 














döy d?ö d» dı 
ı da 2. x dr. An 
öß= + e. nr Pr 
gebracht werden. — Denn es ift: 
dP dp. 
B= =N— Ir -+ 7 — &c., 
folglih, wenn man varürt: 
P 
B=oNn 5.148. & 
döP 2 
on A 4 I _ ge 
Betrachten wir irgend ein Glied: 
_AröPm 
dæm 


dieſer Reihe, und ſuchen die Variation von P„ nach den gewöhnlichen 
Regeln; fo findet fich: 





25 dPu döy Un a’ = 
4. a. 
Aber wegen: 
dV 
a 27 
dæw 


iſt: 
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APn  _ d? Y_ 
a u 
" der d. 1. * 


und wenn zur Abkürzung geſetzt wird: 


dr d" 
=, , m ‚u> öy, 


fo kann das allgemeine Glied der Reihe für: 


d"öPn 
dx" 





gefchrieben werben: 
d?’V de u 
= = (apa ° =) * 
Wenn nun m = m’ iſt, fo hat dieſes Glied ſchon die verlangte Form, 
und wenn m nicht = m’ ift; fo kommt in dem Ausdrucke von: 


d” ÖPu. 
dr" 





offenbar ein Glied: 
d" de V du 
ar (aeg ' er) * 


vor. — Da ferner die Glieder der urſprünglichen Reihe für 0 ab- 
wechfelnd pofitiv und negativ find, fo haben vie Glieder (1) und (2) 
gleiche, oder entgegengefegte Zeichen, jenachbem m — m’ eine 
gerade, ober ungerade Zahl ift. Die Gliever der Reihe für 5B, 
mit Ausnahme verjenigen, welche fehon bie gehörige Form haben, 
laſſen ſich demnach in Paare von ver Form: 


de u , dru 
d”., K-—— dr A d" Kam 
da” — dam ? 
ordnen, 109: 
d?’V 


— Zy ym) 
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ift. — Aber nach einem Theoreme ber Differentialvechnung*) kann 
ein ſolches Gliederpaar ſtets durch eine Reihe von der Form: 


⸗ ‘db 
de . PDT RE, 
dx” da=+1 
gr 





ausgebrüdt werben, wo m’ <m tft. — Hiernach iſt aljo der Sat 
einleuchtend, weil offenbar fein Glied von einer höhern Ordnung als: 
d öy 
d". A, — 
dx” 


vorkommen kann. Es iſt leicht einzufehen, daß: 


dꝛV 
r 


iſt, wo das obere, over das untere Zeichen gilt, jenachdem n ge- 
rade, ober ungerade ift. — Denn ber Eoefficient von: 





dry 
dr? 
in 68 tft offenbar: 
AP, __ d?’V 
+ day 7 + (dy@)2 ’ 


während der Eoefficient vefjelben Sliebes in der obigen Reihe = A, 
ift; und da biefe beiden Coefficienten iventifch fein müflen, fo hat 
man: 
d?V 
An = — an + 
—_ (dy*)? 


Hülfsſatz IL 


42. Wenn u eine Function von — ift, welche der Differenzial⸗ 
Gleichung: 


*) Wegen des Beweiſes dieſes Theoremes vergl. die Note A. 











genügt, wo A, A,,. .. Functionen von = find; fo fit: 





d. A 93 de. An 2 
u Ay-+ dr +&c + — a dr = Udr 


unabhängig von der Form von y integrabel, und das Integral Tann 
ausgebrüdt werben burch: 

di d. Br — de-i. B. ei 
[Var = B, Fr —-+ — + &c + ö— 7D7; 








wo t= 3 ift, und B,, Ba,... B„ Functionen von x find, welche 
von A, ,An,... abhängen — und envlich ift: 
Bu = A, u?. *) 


Hülfsfag IH. 
43. Wenn: 


V(, ci, cꝛ, ... ca) 


das vollſtändige Integral ver Gleichung B = O iſt, fo iſt von 60 
das vollftändige 





C, 02, .... Oi 
ein neues Syſtem arbiträrer Eonftanten ift, welche folglid unend- 
Lich Hein find. — 
*) Wegen bes Beweiſes diefes Iacobi’fchen Theoremes vergl. die Note 


B. Da daſſelbe mehr in bie eigentliche Integ ral rechnung gehört, fo iſt es 
im Texte blos angeführt, und ber Beweis in eine befonbere Note verwieſen. — 


wo: 
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Denn wenn in: 
y=f(z,C1,C2....C) 


bie verjchiedenen Conftanten cı, C., ... 0 bie unendlih Fleinen 
Ineremente de, deꝛ,... de erhalten, fo ift das entfprechende Incre— 
ment von y: 


a 


dy ay 
de, de, 4 dez dca 4 &c. 4 dee, dcan. 





Aber da der neue Werth von y durch eine unendlich Tleine Aen- 
derung ver Werthe der in y vorkommenden willfürlichen Conftanten 
aus dem frühern Werthe von y entitanden ift; fo ift Har: daß biefer 
neue Werth von y auch der Gleichung: 


p=0 
noch genügt. — Sekt man alfo: 





y 
2 


d d d 
öy= * dc + * de + &c. 4 7 dcan, 


fo ift Har, daß dieſer Werth von dy der Gleichung: 
$=0. 


genügt. — Da aber de, dca,. .. de arbiträre (unenblich Tleine) 
Ineremente find, fo kann man bafür die (menplich Heinen) arbiträren 
Eonftanten Ci, Oz... Can jegen, woraus folgt, daß der Ausdruck: 


04 ay _ay_ 
9y=Cı dc, +& dc, + &e. + Om dczn 


ber Sleihung: 
. SB =0 
genügt — und da 8 im Allgemeinen die Größen: 


“ 


— 


Y% 32°" m 
enthält; fo wird JB offenbar die Größen: 
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dr de 
enthalten, fo daß mithin die Gleichung: 

dB =( 
in Bezug auf dy von der Anten Ordnung ift. — Der obige Werth 
von dy enthält aljo ebenfoviele arbiträre Conftanten, als ber Orb- 
nungsinder der Gleichung Einheiten hat — und ift mithin das voll- 
ftändige Integral. — 
Hülfsfag IV. 


44. Wenn B der Coefficient von dy unter dem Integralgeichen 
in SU ift, jo wird die zweite Variation 6?U durch die Gleichung: 


3 
2U= J —RX 
39 
gegeben. — 
Denn in dem jebt betrachteten Falle, wo vie Grenzwerthe von: 





gegeben find, wird die erfte Variation: 
SU = (Pöydı, 
und wenn man hiervon auf beiden Seiten die Variationen nimmt; fo 
erhält man wegen d°?y— 0 jofort: 
?U= f * gBöydr. 
30 


45. Nachdem dieſe Hülfsfäte erledigt find, wollen wir zu- 
nächft die in Nr. 40 angeführte Zransformation vornehmen, indem 
wir der Deutlichfeit wegen mit ben einfachiten Fällen beginnen. — 


(1.) & fe: 


v=fle % 2), 


98 
fo ift nah Nr. 11 in diefem Kalle: 


—n— 4 
ß =N d2 ’ 
und folglih nach Hülfsfag I: 
da. 


dı 


Es feien cı, eꝛ die in dem allgemeinen Integrale der Gleichung: 
p=0 
enthaltenen Conftanten, umdr 


— 0. a. 
u=Cı 12535 
fo wird nach Hülfsſatz III der Gleichung: 
dB =( 


duch dy—u genügt, und mithin ift udßdr nah Hülfefag II ein 
genaues Differential, deſſen Iutegral von der Form ift: 


2) 


dy=uö'y, 
wo d’y eine andere Variation von y beveutet, und fubftituirt biefen 
Werth in die zweite Variation: 


®u=|” ög ou dr; 
EA 


Gebt man: 


fo erhält man: 


?U= f " uoB d'y de. (a) 


Üegen: 
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_ d (/dy\ _„ Ay 
Saal) 


ergibt fich aber durch theilweife Integration ber rechten Seite ber 
Gleichung (a): 


20-0 2) ua [ne 


und da bie Grenzwerthe von y firirt find; fo muß: 


dyı >= 0, &yo=0, 
und folglich: 
udyı =0, vod’y —=0 


fein. — Wenn aljo die in dem Werthe von w vorkommenden will- 
fürlichen Conftanten fo bejtimmt werben können: Daß weder uo, noch 
u, verſch windet; fo iſt nothiwenbig: 


=), dom, 


"u=— |" Bi (EI) az 


Nach Hülfsfag I und II ift ferner: 


und folglich: 


d?V 
B =u?4 =—u? 7 dy 29 
(4.3) 
und; 
döy du 
, dy  dö’y dx ds 
Dre u Pe J 


und endlich nach Subſtitution dieſer Werthe in ven von d?U: 


eV (Id, _ KUBUR b) 


—— jJ (2.57 1, dyne — 
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46. Aus dieſem Ausdrucke erhellet unmittelbar, daß man nur 
dann mit Gewißheit behaupten kann: daß U en Marimum, 
sder ein Minimum geftattet, wenn: 


d?V 
— 


zwiſchen den Integrationsgrenzen das Zeichen nicht wechſelt. — 
Denn wenn ſolche Zeichenwechſel ſtattfinden, fo beſteht das’ 
beſtimmte Integral in d?U aus einer Summe theils pofitiver, 
theil8 negativer Elemente — und es läßt fich wegen ber Unbe- 
ftimmtheit von dy im Allgemeinen nicht entjcheiven, ob dieſe 
Summe einen pofitiven, ober negativen Werth hat. — Es muß 
aljo unabhängig von dy, d.h. indem e8 ganz unbeftimmt bleibt, 
ö?U ſtets negativ, over pofitiv bleiben, aljo auch Q,, wenn ein 
Mar., oder Min. von U ftattfinden fol. — *) 

Weiter wird zur Eriftenz eines Marimums, oder Mini- 
mums erfordert: daß die in d’U unter dem Zeichen f ftehende 
Größe für feinen zwifchen ven Grenzwerthen liegenden Werth von x 
unendlich wird. — Ob diefe Bedingung erfüllt wird, oder nicht, 
ergibt fich unmittelbar, wenn das allgemeine oder vollitändige Inte— 
gral der Gleichung: 


6*0 
bekannt iſt. — Denn alsdann ergeben ſich die Werthe ber verfchie- 


denen Größen: 


du 
0 u de ’ 


durch bloßes Differenziren als Functionen von z, und wenn biefe 
Werthe alsdann in den Ausdruck | 


. dd 
*) Der Berf. dagegen fucht, indem er dy=0, — == 0 fett, zu be- 
weifen, daß d?U beliebig pofitiv, oder negativ gemacht werben kann, wenn 
Q, das Zeichen wechſelt — und meint fogar: daß d?U pofitiv, odernegativ 
werde, jenachdem Q, negativ, ober pofitiv il — ©. 
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EV (Co du 5, 
a.4)' udı ’ " 
—F 


ſubſtituirt werden; fo ſieht man ſofort: ob man die in vorkommen⸗ 

- den Conſtanten jo annehmen kann, daß dieſer Ausdruck für alle zwi— 

- Shen zo, zı liegenden Werthe von — einen enplichen Werth be- 
fommt, ober nicht. — 

"Endlich ift zur Eriftenz eines Marimums, oder Minimums 

im Allgemeinen erforderlich: daß kein zuläffiger Werth von dy 


„ ber Wleichung: 
., 1 du 3 döy _ 
. ud? de 
oder: . 
° öy=u r 


genügt, weil näch ver Form von w offenbar die arbiträre Conſtante 
wegfallen kann. — Hieraus erhellet leicht: daß das betrachtete Inte- 
gral im Allgemeinen weder en Maximum, noch ein Mini- 
mum geftattet, wenn fih u fo beftimmen läßt: daß ven Bedingun⸗ 
gen: 

u=(0, w=0 


genügt wird — was auch aus ber Gleichheit: 
u= | "öpöyde; 
10 


erbellet. Denn nach Hülfsfag III genügt die Annahme dy= u ber 
Gleichung: 
B=0), 


und rebueirt mithin die zweite Variation auf Null. — Wenn alfo 
wein zuläffiger Werth von dy ift, d. h. wenn fich die in u vor⸗ 
kommenden willfürlihen Conftanten fo beſtimmen laffen, daß bie 
Grenzwerthe u, = 0, w==0 werden; fo findet im Allgemeinen 
weder ein Marimum, nob en Minimum ftatt. — 

47. Wenn OQ, für alle zwifchen x, und x, liegenden Werthe 
von z endlich bleibt, fo iſt nach ver Form, auf welche die zweite 
Bariation gebracht ift, einleuchtend: daß die unter dem ‚Zeichen S fte- 
hende Größe nur durch eine der Annahmen: 
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du _ _ 
Fri oder u=0 _ 


unendlich gemacht werben kann — und in Nr. 46 haben wir ge- 
ſehen: daß das vorgelegte Integral im Allgemeinen weber ein Ma⸗ 
zimum, noch en Minimum geftattet, wenn men C, und Ca fo 
beftinnnen kann, baß ben Cleichheiten: j 


s=0, w=0 “ 


Genüge gefchieht. — Weiter erhellet aus der letten ber beiden, vor⸗ 
hergehenden Vorausfegimgen, daß eseauch nothwendig ift: daß man 
dieſe Conftanten fo beftimmen kann, daß u für keinen zwifchen &, 
und x, liegenden Werth von z verfhwindet. — 

Diefe Fälle Iaffen Tine wichtige geometrifche Interpretation 
zu. — Denn e8 ſei AB ($ig. 2) eine Curve, deren, Gleichung : 


y= f(z, ec, 62), 
das allgemeine Integral ber Gleichung: 
p=0 


ift, und es feiern A, B die den Grenzwerthen von 2, y entfprechen- 
den Punkte; fo tft e8 in dem erften der oben erwähnten Fälle of- 
fenbar möglich: zwiſchen A und B eine zweite Curve zu bejchreiben, 
welche ber erſten unenblich nahe ift, und berfelben Gleichung ge- 
nügt. — Denn e8 ift früher gezeigt worden: baß die Curve, deren 
Gleichung tft: 


y=flz, 6, G)+ u, 
ber allgemeinen Gleichung: 
B=0 
Genüge leiftet — und da u, =0, uw =0 ift; fo iſt klar, daß biefe 
Curve durch die Punkte A, B gebt. — 
Im zweiten Yale Tann man offenbar durch A und einen 
zwifchen A und B liegenden Punkt C (Fig. 3) eine zweite Curve 


legen, welche ver erften unenplich nahe kommt und ber allgemeinen 
Differentialgleihung genügt. — Denn fegt man: 











fo bat man offenbar: 
u — 0, 


und wenn u für eine zwifchen x, ©, liegenden Werth von = ver⸗ 
ſchwindet; fo ift, wie in dem erſten alle, Leicht einzufehen: daß 
es einen zwijchen A und B liegenden Punkt C geben muß, in wel- 
chem die Curve: 

y=flz, co, a)-+ u 


bie Curve AB fchneivet, ſo daß es affo offenbar möglich ift, bie 
Curve auf die vorhin angegebene Weife zu befchreiben. — Man bat 
mithirt Folgende Regel: 
Wenn AB die Curve barftellt, deren Differentialgleichung: 
B=0 


tt, und welche durch bie beiden gegebenen Punkte A, B geht — ui 
man ziebt buch A eine zweite, ver erften unendlich nahe liegende 
Curve, die derfelben Differentialgleichung genügt; fo ſchneidet biefe 
zweite Curve die erfte in irgend einem andern Punkte ©, — Denn 
aus ber vorhergehenden Unterfuchung erhellet: daß das betrachtete 
Integtal im Allgemeinen weder ein Marimum, noch ein Mini— 
mum geftattet, wenn ber Punkt O nicht jenfeits B fällt. — 

48. As eine Anwendung ver vorhergehenden Theorie wollen 
wir ven in Beiſp. 1 betrachteten Fall nehmen, wo: 


v=V (+ 2). 
folglich: 
a) 


ift. — Da die Wurgelgröße in V imnerhalb ber Integkationsgrenzen 
ſtets als pofitio angenpumen: wird, ſo iſt Kar, daß Q, fortwährend 
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pofitin bleiben wird — welches bie erfte Bedingung für die Eri- 
ftenz eines Minimums ift — und wir wollen nun unterjuchen: 
ob auch die übrigen Bedingungen erfüllt werden? — 

Da in dieſem Falle das allgemeine Integral der Gleichung: 


B=0 
von der Form ift: 
y= ca 4 Ca; 
fo bat man: 
4y a _ 
de, —% dcz 1; 
und folglich: 
du 


um Gx-+ Cr}, Fri 


Subftitulrt man biefe Werthe in (db), Seite 99, fo erhält man: 


1 döy 
2 — — — [I 
“u — yd + of. (s:+G C ° de ) —e— 


und wenn man für C,, Ca ſolche Werthe annimmt, daß Gr + Ca 
für feinen zwifchen zo, xzı liegenden Werth von z verjchwindet; 
jo ift Har: daß die Größe unter dem Zeichen f nicht unendlich 
werden kann. — 

Endlich iſt leicht einzuſehen: daß kein zuläſſiger Werth von y 
bie zweite Variation verfhwinden macht. — Denn nad dem 
Dbigen ift dy= u der einzige Werth von dy, welcher dieſer Bedin⸗ 
gung genügt, und bamit berjelbe ein zuläffiger Werth fei, muß 
man baben: 

u 0, U = O. 


Dieſe Gleichungen werden aber in dem gegenwärtigen Falle: 
Orii t+%=0, 0% +0 =(, 


welche für enpliche Werthe von C,, Ca offenbar unmöglich find. 
— Hieraus erhellet alfo: daß der in Beiſp. 1 gefundene Werth für y 
das gegebene Integral zu einem Minimum macht. — 

Diefer Schluß läßt ſich auch über pen betrachteten individuellen 
Tall hinaus erſtrecken. Denn wenn allgemein: 








v 
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v=/(%) 


ift, fo iſt das allgemeine Integral der Gleichung: 
B=0 
nach (a) auf Seite 60 offenbar: 


y=atct+o, 
und man hat baher wieder wie früher: 
u=(0r +6. 


Hieraus erhelfet wieder leicht, wie in ber vorhergehenden Nr., daß 
für Ci, Ca Werthe gefunden werben können, welche die Größe unter 
dem Zeichen f in I?U für alle zwifchen x, und x, liegende Werthe 
von = endlich machen, und daß folglich Fein zuläffiger Werth vorn 
öy die zweite Variation ?U=0 mad. 

Da ferner die Größe: 


EV er 
de, ? BD) 
a.) 


alfo constant ift; fo kann fie offenbar ihr Zeichen nicht ändern, 
— Hieraus, und aus dem Frühern (S. 60) folgt nun: 
1) daß jedes Integral von der Form: 


2 dy 
S. (2) 

welches nicht an und für fich integrabel ift, ein Maximum, over 
Minimum geitattet, wenn die Örenzwerthe von z und y firirt 
find. — 

2) daß diefes Mar. over Min. gefunden wird, wenn man 
d ihr d 
er = c, fest, und mithin ift: 

(2 — zo) flcı). 


3) daß in allen andern Fällen das Mar. und Min. durch das 
Zeichen der Größe Q,, d. h. in dieſem alle, durch Das von: 
7* 
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d? f(c,) 
dc, ? 
unterſchieden werben. — 

Da in dem folgenden Kap. noch andere hieher gehörige Beifpiele 
vorkommen werben, jo wirb e8 nicht nöthig fein, hier noch weitere 
mitzutbeilen. — 

49. 68 fei: 


d d? 
v= (ev + ’ 


fo iſt nah Nr. 11: 


| — dD d’P, 
B=N dt + dx? ’ 





und folglich nah Hülfsf. I: 


2 
4.4, 3 d?. A, eo 
a —— 





Bezeichnet man die in dem allgemeinen Integrale der Gleichung; 
p=0 
vorkommenden willfürlichen Gonftanten mit c,, €2, ez, c4, und feßt: 
-— 0 91.093 ay day 
u=(, de, + Gt Ca de, rt C de,’ 
fo erhellet wieder wie früher: daß der Gleichung IE=O genügt 
wird, wenn man dy = u ſetzt — und daß mithin: 
d.Aı ar d?.A, nn 
integrabel if. — Set man nun wieber: 
dIy=ud'y, 
und integrirt theilweife, fo findet man: 
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d.B d?d’y 
11 zi 2,d’ dd’y ? de? 
d = ' m I HL . 
S. Pöydz J. vdso yda ſ. dt Bi dæ dæ dx; (©) 


indem die außerhalb des Integralzeichens ftehenden lieder wieber 
wie früher an ben Grenzen verſchwinden. — 

Wenn jet "C',, Oꝛ, Oz, Cs neue willkürliche Conftanten find, 
und man fegt: 





— re re 


C4 


fo ift leicht einzufehen: baß bie Annahme: 


FE. 
oy= 7 
der Gleichung: 
d?d'y 
d.Bı ——- 
dd’ dx? 
Bi et. (d) 
genügt, — Denn wegen: 
d2ö'y 
B 
nn diy * de? 
ſuösdx = BT, I — 


ift klar: daß jeder Werth von dy, welcher der Gleichung = =0 ges 
nügt, auch ber Gleichung (d) genügt. — Aber aus dy — — “folgt 


öy=u', und mithin nah Hülfſ. III: 6$5=0. — 
Diefe Annahme genügt alfo der Gleichung (d), und macht folg- 
lich den Ausprud: 


2, 
d. (5) dö’ d.B: in 
* Bı — — +, 4 


integrabel. — Verfährt man wieder wie früher, jegt: 











108 


do _ 205) y 
=— 6 


dx 


und integrivt ben zweiten Theil der Gleichung (o) theilweife; fo er- 
gibt fich, weil nach Hülfsf. II 


dd'y 
d El, fs . B; 2 F 











dæ 
iſt, endlich: 





Sr . 2 dö”y 2 
dBödydr = f; E dr. 
J. b 29 1 ( 1) 


Die Folgerungen aus biefer Transformation find den im bor- 
hergehenden Falle analog; nämlich: 
1) Zum Stattfinden eins Marimums, oder Minimums 





wird erfordert: daß E, innerhalb der Integrationsgrenzen das Zeichen 
nicht ändert. — Aber wegen: 


! 2 , 2 2 2432 \r 
. 
u=|\— | = ,=| 
de | Be | AT (2) de? 


ift Har: daß Z, daſſelbe Zeichen hat, ale: 
d?V 
Gl 


Es muß alfo für alle zwifchen x, und =, liegenden Werthe von x 
für das Marimum: 





= 0.. 


02. <0, 
und für dag Minimum; 

Q>0 
fein. — 


2) Ferner ift nothwendig: daß bie unter dem Zeichen f ftehende 
Oröße: 
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dö" 
Bı ( en) 


für feinen zwifchen z, und x, liegenden Werth von z unendlich 
wird. — Nun ift aber: 





d. 49 
_ Un By __ u 
de IT de ’ 


und wenn zur Abkürzung v = — gefegt wird; fo findet man: 


ad y_ 1 „öy_ A dv 4 öy 
de vw u dv? dı "wu 
dx da da dæ 


Durch Subſtitution dieſes Werthes ergibt ſich: 


— ("(ay 4a EIER IR 





du d’u du d’u 
ao dı? dx dı? 














„gr „du 
ux dt 
dw I d?u 
4.— —— —— 
du ‚du 
U — 
dx dx 


gejegt ift. — Es findet alfo in dieſem Falle ein Maximum ftatt 
wenn: 
1) 22 O, 


dd d?dy\® . 
2 Ar tz) te, 


für alle zwifchen zo 
und x, liegenden 
Werthe von 2, 





3) Ady-t A, u + = —=0 unmöglih ift für jeden 
zuläffigen Werth von 73 und ein Minimum, wenn 
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1) Q>0 für alle zwifchen x, und =, liegende Werthe von z, 

2) 

3) wie vorhin. 

Wenn nun das allgemeine Integral ber Gleichung: 
B=0 


befannt ift, fo find auch die Größen u, u al8 Functionen von = und 

willfürlichen Conftanten befannt — und wenn man aus biefen Wer- 

then die von A, Aı ableitet; fo erhellet unmittelbar: ob biefe Be⸗ 

bingungen erfüllt werben, ober nicht. — 
Wenn 3. B. bie Gleichung: 


Ady+ 4, 2 + FU 0 





burch irgend einen zuläfjfigen Werth von dy erfüllt wird, fo iſt 

leicht einzufehen, daß, wenn AB (Fig. 3) die durch die Gleichung: 
B=0 

ausgebrüdte Curve ift, für welche an den Punkten A, B die Grenz⸗ 

wertbe von z, y = ftattfinden, eine zweite, ver erſten unendlich 


nahe Curve befchrieben werben kann, welche derſelben Differential- 
gleihung genügt, und bie Curve AB in ven Punkten A, B berührt. 
— Denn wie im vorhergehenden alle erhellet leicht, daß dy=u 
das allgemeine Integral von: 


iſt — und wenn bies ein zuläffiger Werth von dy iſt; fo muß: 


a0 um) 0 w 


fein. — Aber die Gleichung einer ver Curve AB unendlich nahen, 
und berfelben ‘Differentialgleichung genügenden Curve ift offenbar von 
der Form: 





y=ytu, 
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wo y die Orbinate der Curve AB tft, und wenn u ben vier Glei⸗ 
chungen (c) genügt, fo berührt viefe zweite Curve offenbar die Curve 
AB in den Punkten A, B. — 

Enplich läßt fich, wie in dem vorhergehenden Falle, leicht zeigen: 
daß das betrachtete Integral weder ein Marimum, noch ein Mi- 
nimum geftattet, wenn durch A und einen zwifchen A und B lie- 
genden Punkt eine folche zweite Curve gelegt werben kann. — 


51. As ein Anwendungsbeiſpiel der vorhergehenden Theorie 
ſei: 
2 
v⸗ — Ey 
und die Function y fo zu beftimmen, daß das Integral: 
1 
[ Var 
ai) 


ein Mar. oder Min. wird, wenn bie Grenzwerthe von x, y und SI 


gegeben find. — 
In diefem alle ift: 
d? w—i 
N=0, P=0, R=m se) . 


und bie Gleichung 0 wird folglich: 





ober wenn man zweimal nach einander integrirt und für ?, feinen 
Werth fekt: 


I = (art dm. 
Hieraus ergibt fich leicht als vollitänbiges Integral: 


m—1 
y=(acz ta)" +or +0, (a) 
und folglich: 
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QG=zm.m—i. (2) =m.m— 1.409, 


wo m eine ganze Zahl fein mag. — Wenn nun m gerade ift, fo 
ift der Factor: 


(az + bi 


ftets pofitiv — und wenn m ungerade ift; fo ift dieſer Factor 
pofitiv, oder negativ, jenachdem man das obere, ober das untere 


Zeichen ver Wurzelgröße: 
+ (az +5 


nimmt. Aber in feinem viefer Fälle Tann Q, das Zeichen wechfeln. 
— Der andere Facor m(m—1) ift offenbar immer pofitiv, weil 
m eime von der Einheit verfchievene ganze Zahl ift. — Nimmt man 
auch das negative Zeichen von: 


+(a2+ =, 


2 
fo wird bios SI , 
unter einem Minimum den Werth verjteht, welcher ver Null am 
nächiten fommt; fo ift der hier gefundene Werth in allen Fällen ein 
Minimum — 
Wir wollen nun fehen, ob auch die übrigen nothwendigen DBe- 
dingungen erfüllt werden. — Sett man der Kürze wegen: 





und folglid V negativ — und wenn man 


2m —1 


m—i 





—n, 


und bifferenzirt die Gleichung (a) nach ven darin vorkommenden Gon- 
ftanten; fo erhält man: 


dy n- dy 
de, —=n(c? + G)"iz, de, = n(gc+ eo)", 


ay _ dy _,;. 
dcs 4 dc 1; 
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folglich: 
u=nlarz ta” '(Gre + G)+ Gr + CO, 
und ebenſo: 
vw=nlacto)®!(d,r ) + Cs tl, ' 
Setzt man nun: | 
Gv=0 G=-I Hd =, 
fo wird die zweite Variation: 
0) (a) 
Hieraus fieht man, daß die in d?U unter bem Zeichen f fte- 


hende Größe ſtets endlich bleibt, wenn Q, nicht unendlich wir 
zwifchen ven Grenzen x, und x. — Nah dem Obigen iſt aber: 





G=m.m—1. (ax + bi, 


und da m nach der VBorausfegung eine ganze Zahl und > 1 ift; 
fo fann der Erponent: 


m—?2 
m — 1 


offenbar nicht negativ, und mithin Q, für feinen endlichen 
Werth von x unendlich werden. — 

Es bleibt num noch zu unterfuchen: ob für irgend eine zuläffige 
Form von öy die zweite Variation 9TU—=0 werden fann? — Nun 
haben wir aber gefehen, daß dy=u die allgemeinjte Form ift, 
welhe ?U=0 machen fann — und wenn dies ein zuläffiger 
Werth von dy fein foll; jo müſſen fich die in u vorkommenden ar- 
biträren Conſtanten fo bejtimmen laffen, daß den Gleichungen: 


v0, w=(, (Ge), 0, ()>0 = (b) 


Genüge gejchieht. — 
Setzen wir: 
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=) y=(, (2) = 0, 


fo wird das allgemeine Integral auf: 
ı y= (ax + b)" — nab"ir— br (ec) 


rebucirt, wo a, b reſp. für cı, cz gejeßt iſt. — Dieraus folgt weiter: 


u=nlar+ bi(Gc +0) + Cr + Cu, 


nt, (ar +5)" "tn.n—1.(C2+ @)lar-+byr-2a 46, 


und die vier Bedingungen (b) geben mithin: 


nbr-! G-+ 0, =0; 
nC,b*i-n.n— 1. Ob"?a+(,=0; 
n (az + IC Fo) + Cu +a=0; 


nC, Caxı + b""!+n.n—1.(C,20ı + Oo) lan +" a +C, =0,. 


Eliminirt man die Größen: 


G 6 6 


a’ 6,’ a’ a,b, 


zwijchen biefen Gleichungen und den beiden folgenven: 


yı = (axı + 5)" — nab"Iz, — b", 
1 (d) 
ay — nl __ nf 

( 2) nalaz, + b) nab"i, 


welche fich durch Subftitution der gegebenen Grenzwerthe: 


21, Yı> (2): 
in die Gleichheit Ce) und deren erſten Differentialquotiention ergeben; 
jo fommt man zulegt auf eine Gleichung, welche nur dieſe Grenz⸗ 
werthe enthält. — Wird alsdann dieſe Gleichung durch dieſe Grenz- 
werthe, over durch irgend ein anderes, zwiſchen ven Integrations- 
grenzen liegende Wertheſyſtem von: 


d 
t, % =, 
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erfüllt; fo geftattet das betrachtete Integral im Allgemeinen weder ein 
Marimum, noch en Minimum — 

52. Die Aufgabe läßt ſich durch geometrifche Betrachtungen 
wie die frühern (S. 110) vielleicht noch etwas einfacher behandeln. — 
Denn wir haben dort gefehen, daß, wenn d?UT=0 gemacht werben 
kann, zwifchen den Endpunkten A, B (Fig. 3) eine zweite Curve 
bejchrieben werben fann, welche der erjten unendlich nahe kommt, 
berjelben allgemeinen Gleichung genügt und dieſelben Grenzmerthe 


von = bat. — Wenn die Grenzpunfte diefer Bedingung genügen, 


fo Hat man offenbar die vier Gleichungen: 


EIRIFIE- 








ide), + (E 2), =, 
—A 
rn Y) + Fe a), *0, 


und wenn man bie aus ber Gleichung (c) abgeleiteten Werthe dieſer 
Differenzialguotienten fubftituirt; jo ift leicht einzufehen, daß vie bei- 
ben erjten biefer vier Gleichungen identifch werben, wie e8 auch 
fein muß. — Die beiven leßten aber werben: 


(az, +byt1_ be! iz, + (ar, +b)"1— bei (n— 1)ab"?z, = 0, 
| (ax + 5"! — b!4.(n — I) (ar, + b)""?arı 
+(n — Da |(axı + 5)? — br?! 2 —=(, 


Eliminirt man — zwiſchen biefen beiden leisten Gleichungen und re- 


ducirt, jo erhält man: 
Cori + 5)" 1— dr)? =(n— 1)? a?z,?(arı +b)"?b"-%, (e) 


und wenn man a, b zwifchen ven Öleichungen (e) und (d) eliminirt; 
jo findet man wieder eine Gleichung zwifchen: 
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d 
*i⸗ Yı: E). 


Wenn diefe Gleichung durch diefe Werthe, oder durch irgend ein an- 
dres Wertheſyſtem von z, %, 3. welches innerhalb der Integra- 


tionsgrenzen liegt, verificirt wird; fo jchliefen wir wieder: daß Das 
betrachtete Integral wever ein Mar. noch ein Min. haben Tann. — 


Wenn z. B.: 








m=?2, n= —3 


ift, fo wird die Gleichung (e) in dieſem Falle: 
Cari + * — 5°}? = da?zı? (az, 4-b)b, 
oder reducirt: 
atz,*; 


alſo a=0, weil x, nicht = 0 fein kann, und (c) reducirt fich auf: 
Yı =0, fo daß e8 in dem gegenwärtigen Falle nicht möglich ift, 
eine Curve von der zu Anfang diefer Wr. bezeichneten Befchaffenheit 
zu bejchreiben. — Wir fehliegen hieraus wieder: daß der Werth des 
gegebenen Integrales ein wirkliches Minimum ift. — 


53. Da die Art der Anwendung ber Jacobi'ſchen Theorie auf 
Functionen mit Differentialquotienten von einer höhern, ald der zwei— 
ten Orbnung der im Vorhergehenven umftändlich auseinandergejetten 
ganz ähnlich iſt; jo werben einige allgemeine Andeutungen 
hier genügen: 


1) Da die zweite Variation im Allgemeinen vie Form bat: 


% dd d" d 
d.Aı a 
Aöy + — Tr &c. 4 — dæ, 





0 





fo jegt man wieder: 
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=(, H +9 + &c. HC dea 





dy=uöy, 
und burch theilweife Integration ergibt ſich: 
a 1 de» ö'y 
”U= 9 Bi 4 &e. + “ —— ey d 
2) Man fest weiter: 
0 rn I + Sc + -L— 
Ä = 
=, 


und integrirt theilweiſe. — 
3) Man feßt ver Kürze wegen: 


' 
U 
d.— 
U 


dı ° 





- v= 


bezeichnet mit v’ eine Größe, welche ebenfo aus v gebilvet ift, wie 
w aus u, d. h. durch eine Aenderung der darin vorlommenben ar- 
biträren Conftanten, fett ferner: 





v 
.dö”y — ® 6" 
de dx l 


integrirt theilweife, und fährt auf ähnliche Weife fort, bis die zweite 
Variation auf die Form: 


7 dd my\ ? 
+, Bu (Oz) da 


gebracht ift, indem das obere, oder untere genommen wird, je- 
nachdem n gerade, ober ungerade ift. — 
4) Nah Hülfsſ. I und II ift Har: daß viefe Größe bafjelbe 
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Zeichen hat, wie Q.. — Denn aus der Schlußbemerkung zu Hülfsſ. 
I erbellet, daß: 


” —= Au? 


ift, und wenn D, ber Coefficient von: 


in der Größe ift, welche nach ver nächjten Integration bleibt; fo bat 


man: 
’ ' ! 2 
4. * a. 
— u — nal _ + 
D,= BD Ir A"u 7 


und endlich: 
| w\? 
Eu = Anu? ln 


Nah Hülfsſ. I ift aber: 
A= + An; 











und mithin wird die zweite Variation in allen Fällen auf vie Form: 


2 
d. * 
21 2 u (> ? 
au = 
gebracht — woraus erhellet: daß, wie in den frühern Fällen, für das 
Maximum: 





2.20 
und für das Minimum: 


220 
fein muß für alle Werthe des x von zo bis x... — 


5) Man fteht leicht ein, daß die Form, auf welche 6?U ge- 
bracht ift, mit der in Nr. 40 angegebenen identiſch ift; denn man 
hat; 





I-7(l un) a ji d Er, 
de de\v de J v *6 

dòo“ 

Ir = &c. 

&c. &c. &e., 


und wenn biefe verfehienenen Differentionen wirklich ausgeführt wer- 
ven, fo leuchtet die Behauptung fofort ein. — 


6) Wenn A, B die gegebenen Endpunkte ver Curve find, welche 
ven verfchievenen Bebingungen der Aufgabe genügt, fo geftattet das 
betrachtete Integral im Allgemeinen weder ein Max., noh en Min, 
wenn zwijchen A und B zwei folche Punkte C, D gefunden werben 
fönnen: daß eine zweite durch biefelben gehende Curve ber erften 
unendlich nahe kommt, verjelben Differentialgleichung genügt un 
in den Punkten C, D dieſelben Werthe von: 


ay day deiy 
Fra a 7 
hat, wie bie erjte — 
7) Da die Beitimmung der Curve, welche allen Bedingungen 


ber Aufgabe genügt, von ber Auflöfung eines Syſtemes von Glei- 
chungen abhängt, welche durch die Subftitution der Grenzwerthe von 


d RE 
x,y T „.... in die Gleichung: 
p=0 


erhalten werben; fo leuchtet ein: daß e8 im Allgemeinen mehr als 
eine folhe Curve geben wird — und wenn zwei folder Curven 
zujammenfallen, d. 5. die Gleichungen, welche fie bejtimmen, eine, 
oder mehrere gleiche Wurzeln haben; fo erhellet aus 6), daß das 
betrachtete Integral werer ein Max., noch ein Min. geftatte. — 
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Aufgabe VL 
53. Man foll vie Functionen y, z von x beitimmen, welche 


das Integral: 
("var 
./70 


zu einem Marimum, oder Minimum machen, wenn: 
— dy d"y dz d”2 
v=f(s Yon gr a =) 





iſt. — 
Auflöfung Die Gleichung: 
DU=0 
wird in diefem Falle nach Kap. 2 Aufg. V: 


dPs ) 
Vi dæi - Vodxo- (Pı — 6æ.) dyı -(Pı — = +&e.) Öyo, 
1 L N) 





3, 29 =) 
+ Ps — &0)ı (5) BG 
+ &e. (A) 
dr-1öy dr!öy 
+(? n in (P, der 0 





— az 





—— 


4 (Pı — tee.) dz, — (Pi —° 





RW 


+ (P, — &e.), (FE) — (Pꝛ — &c.)o 8 
+ &e. 


dr1ö2 dr-1gg 
r (Pa dam-1 =), — (Pr a 


+ |, (F- a EL _ 8. + (— 1jm )@ 
=(, 
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Wenn die Tunctionen y, 2 von einander unabhängig find, fo find 
e8 ihre Variationen öy, dz auch, und wie in Aufg. II erbellet: daß 























man jet bie beiden allgemeinen Gleichungen: - 
— n — 
N -- * - &c+( 1y 0, 
dPp' d?Pp' d"P' (3) 
„_ 4a, dia, mm _ 


jo wie die Grenzgleichung: 

Vidri — Vodro +{? — +&e.) yı-(?, — + &e.) öyo 
+(P: 0), (2 ) R- cu), 

+ &c. (©) 

.) 98 — (Pı — — 21 8), dx, 

2 une) 


+&ce=(, 





+(? 


+(Py — &e.), ( 








haben muß. — 

Die Behandlungsweife dieſer Gleichungen ift ver in Aufg. II 
ganz analog, und aus ähnlichen Betrachtungen, wie die dort ange- 
jtellten, ergibt fich fehlieglich : daß die Anzahl ver Gleichungen durch 
bie Einführung irgend welcher Hülfsgleihungen nicht geändert 
wird. — Denn jede folche Hülfsgleichung entfernt aus (C) entweder 
ein Glied, indem bie in dieſem Gliede vorkommende Variation ver- 
ſchwindet, oder es werben zwei lieder in eins vereinigt, fo 
dag die Anzahl die Gleichungen, welche (C) äquivalent ift, im— 
mer um eine Einheit vermindert wird; «aber gleichzeitig wird biefe 
Anzahl durch dieſe Hülfsgleichung ſelbſt um eine Einheit wieder ver- 
mehrt; folglich ꝛc. — 

Um nun barzuthun, daß CB) und (C) immer bie zur vollftän- 
bigen Löſung der Aufgabe hinreichende Anzahl von Gleichungen lie- 

| 8* 
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fern, braucht dieſes nur für einen einzelnen Fall, 3 DB. ven, wo nur 
bie er bon z firirt find, gezeigt zu werben. — 
Nun ift aber leicht einzufehen, daß die Gleichung: 
dP, daB _ 
N— te — *0 


in Bezug auf die Differentialquotienten von y.und 2 refp. von ber 
Znten und (m n)ten Ordnung ift — und die Gleichung: 


7) dP, 
N — r&c+ 


refp. von der (m + n)ten und Zmten Ordnung. — Diefe Gleichun⸗ 
gen find daher von ber Form: 


pP _ 
d." =0 








29 Ki a T2\ _ 
— FREIE: FRE ——— 





(2.25 Y ix 1 — dr 


Wenn man nach der gewöhnlichen Methode vie erfte 2m mal 
und die zweite (m-} n) mal bifferenzirt, fo erhält man 3n +n +2 
Gleichungen, und wenn zwifchen viefen Gleichungen die Größen: 


eliminirt werben; fo ift bie refultivende Gleichung in Bezug auf y 
von der 2(m + n)ten Orbnung, und das allgemeine Integral derſel⸗ 
ben enthält 2(m + n) arbiträre Conftanten. — Offenbar bat man 
2(m +n) Örenzgleichungen, nämlich die 2 Gleichungen: 








(P — + &e. )=0 (rn -Z Pr ge. )=0 
(P 2 — &c) =, (P, — &c.), =(, 
&c. " &e. 


(Po =, (Pı =0; 
und die 2m ©leichungen: 


(P' eo =(, (P, — &ec.), =, 


(Pr), =0, (Pad 0. 


Die Aufgabe iſt daher im Allgemeinen völlig beſtimmt; nur kön— 
nen äbnlibe Ausnahmen vorkommen, wie bie früher für den Tal 
einer unabhängigen Function y angeführten. — Wenn z.B. N=0 
und feiner der Grenzwerthe von y gegeben ift, fo ift die Aufgabe 
unbeftimmt, was ganz auf die frühere Weife nachgeiwielen wird. — 

54. Wenn V die Indepenvente x nicht erplicite enthält, fo 
fann man eine Gleichung von ber [Cm -+-n) — I]ten Ordnung er- 
halten, ohne die Form von V näher zu beftimmen. — 

Denn da alsdann M= 0 ift, fo hat man: 


+Ppa. 


_ dy d’y 
dv=Ndy-+Pıd., + Pıd. 5 —5* 





, dz d’z d"z 
+ N &+ Pıd.z,tPrd. at 8 tr Pad. m 


Subftituirt man weiter für N und N’ ihre aus ven Gleichun- 
gen: 
dP 
N— 5 4 &c.= 0, 


‚ dP, _ 
N, +&.=0 


abgeleiteten Werthe, und verfährt genau wie in Nr. 29; fo finvet 
man: 

dy dP. 
=c+Pı 3+(2 5 - on )t ee 


dz d?z dz dP, 
Haaren a)tee 


Eine weitere Aufzählung ber etwa vorkommenden Ausnahms— 
fälle iſt offenbar unnöthig. — 
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Beiſpiel. 


55. Man ſoll vie Formen der Functionen y und 2 finden, bei 
welchen das Integral: 


[V+ SE +) @ 


ein Maximum, oder Minimum wird, — 
Auflöfung. Bier ift: 


N=0, N=0, 








= dı 
dt 


1 u Ar?\N’ Pı= a ut ArenN 
v + Fr 22) VÜ+st +) 


PR=V(, &c. P,=(, &c., 


PA = 








und bie Gleichungen: 
V- * —;, t&.=0, N— 4 ge. =0 


werben baber: 





A=0, =, 
oder: 
dy * 
ne a ar 
V(iraa+ Ger) J— dæ? 


Wenn man dieſe Gleichungen für SY und 3 auflöſ't, ſo erhält 


man offenbar Reſultate von der * 


Yon, Eon, 


dx 
alfo endlich: 
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y=mr+p, zstn=+g. 


Es find nun noch die Eonftanten in den verjchievenen Fällen 
zu beſtimmen: 

1) Wenn die Grenzwerthe von x, J„ 2 gegeben find, fo wer- 
den bie Conftanten m, n p, q durch die vier Gleichungen: 


y=ma7P; 1 —=nı tg 
Ymytp »Hmnutrg 


beitimmt. — 

2) Wenn nur die Grenzwerthe von x gegeben find, währen 
bie von y und 2 unbeftimmt bleiben; jo geben bie außerhalb des 
Integralzeichens ſtehenden Glieder offenbar die Gleichungen: 


(Pı)ı —(, | P —=(, 
(P)o=V(, (P,»=0, 


welche jedoch nur mit ven Gleichungen m=0, n=0Ü gleichbedeutend 
find, fo daß die beiden andern Conftanten p, q unbeftimmt blei- 
ben. — Dieſer Fall ift vem in Nr. 28, (2) analog. — 

3) Wenn die Grenzwerthe von z, y, 2 durch bie Gleichungen: 


fı (21; Yı> 21) = 0, fo (20, Yo, 20) = 0 


— ſind, ſo ſind die Total incremente derſelben nach (4) in 
Nr. 2 


dt EEE) an, 4 May + Sn 
dz, + dyı da, ur dt dar + =, 

(a) 
dfo , fo dw, fo ze) 1 ao — 
dzo dyo do du, do dro + dyo yo + dzo di =0. 


Setzt man nım: 
Aı dfo 
— — 9 
dd’ Tgfo’ 
dar dx 


126 


dfı dfo 

dz dz 
dr ar 7 

dr, dxo 


und fubftituirt für: 
a, Yo di d2o 
dx, ’ dxo 0” dr, ? dio 


ihre aus den Gleichungen Ca) bergeleiteten Werthe; jo erhält man: 
(1 + mm, + nn,) dr, + mıöy, + 182, = 0, 
(mm + nn) dxo + moöoꝝvo + Nodu 0. 


Wenn man ferner dx,, dxo mittelft dieſer beiden legten Gleichungen 
aus den Gleichungen: 


Yıdz, + Pı dyı + Pırlda = 0, 
Vodæo + (Pı)odyo + (Po) d20 = 0 
eliminirt, und bie Coefficienten der Variationen: 
dyı, 62, Öyo, 020; 
einzeln = 0 jeßt; jo findet man: 
m Vı — (P)ı (14 mm, Inn) =0, 
nı Vi — (Pi )ı (1 + mm, I nn,)=0, 
mo Vo — (Poll + mm, + nn) = 0, 
no Vo — (Pi) i+ mm. + nn) = 0. 


Seht man nun für V,, (Pı)ı (P'i)ı ihre Werthe in die beiden erſten 
biefer vier Gleichungen und löſ't diefelben für m und n auf; fo fin- 
bet man leicht: 


m=m, n=n, (b) 


und ebenfo ergibt ſich ans ven beiden letten durch Subftitution ver 
Werthe von Vo; (Pi)o, (P'ı)o: 


M == Mo; n—1No | (c) 
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Efiminirt man endlich %ı, Yı, 215 70, Yo, 20 mittelft der Gleichun⸗ 
gen: 
v1 mai p, y=mıo-+p 
s, na +9 nn >g 
fi Gi, Ji, 2)=0, fo(æo- Vo- 30) =0, 


fo erhält man vier Gleichungen zur Beſtimmung ver vier Unbelann- 
ten m, n, p. J. — 

56. Wir wollen nun die in Nr. 29 gemachte Bemerkung auf 
den Fall ausdehnen, wo V zwei, ober mehrere primitive ober un- 
abhängige Functionen y, 2,... der Inbependenten x enthält — und 
z. D. den Fall betrachten, wo: 


(U & 
v-/(2 du 


ift, und die Formen ber Tunctionen y, 2 fo bejtimmt werben follen, 
daß das Integral: 


2 
- | Vdr 
Io 


ein Max., oder ein Min. wird. — 
Die Gleichungen: 


werben in biefem Falle: 
dP, — — =0: 
Fr 5 80 


folglich: 


P c, P,ı=c. 


Da aber V, und mithin auch P,, P, nur Tunctionen von: 


day 4 
de’ de 
find; fo ift klar, daß diefe Gleichungen gleichbebeutend find mit: 
a __ 43 
dh 
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folglich: 
y=mı+p z=nr+.g« 


Wenn V aljo blos die Differentialguotienten - , z . 
ften Ordnung der unabhängigen oder primitiven Functionen 9, 2... 
enthält, jo wird das betrachtete Integral zu einem Max. oder Min. 
gemacht, wenn man für y, 2... lineare Functionen der Indepen⸗ 
benten x nimmt. — 


Wenn; | 
— Ey d"z 
vr, Te ) 


ift, d. b. nur einen Differentialguotienten jeder unabhängigen Func- 
tion enthält; fo ift leicht erfichtlich, daß die Auflöfung durch das Sy— 
ſtem der Differenzialgleichungen: 


.. der er: 








y_ a, 
7 X, gm = X, &c 


gegeben wird, wo X, X, ... gegebene Functionen von x find. — 
Aufgabe VIL 
97. Die Formen der Functionen y, 2 fo zu bejtimmen, daß das 


Integral: 
2 
[ Var 
o 


ein Marimum, oder Minimun wird, wenn V von berfelben 
Form, wie in der vorhergehenden Aufg. ift, und bie Functionen y, 2 
burch die Gleichung: 
L=0 
verfnüpft find. — 
Aufl. Wenn vie Gleichung: 
L=0 


in Dezug auf irgend eine dev Functionen y, 2 integrabel tft, fo daß 
fie eine Gleichung von der Form; 


s=flz, 2 &e. ) 
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liefert; fo bat das gegebene Integral, und folglich auch deffen Varia⸗ 
tion nach Rap. 2 Aufg. VI dieſelbe Form, wie in Aufg. III deſſelben 
Kapitels. In diefem Falle iſt alfo die jegige Aufgabe von Aufg. II 
in feiner Beziehung verſchieden. — Da e8 aber im Allgemeinen nicht 
möglich ift, dieſe Integration zu verrichten, fo find wir genöthigt, bie 
Auflöfung der gegenwärtigen Aufgabe nach der fchon in Nr. 16 theil- 
weije erörterten Lagrange'ſchen Methode zu bewerfitelligen. — ‘Das 
Weſen dieſer Methode befteht nach Nr. 16 darin: daß man eine neue 
unbeftimmte Größe A einführt, durch deren ſchickliche Beftimmung bie 
Bariation des betrachteten Integrales auf eine ſolche Form gebracht 
werden Tann, baß nur eine ver willfürlichen Bariationen öy, ober 
ö2 unter dem Zeichen f vorkommt. — 

Wenn 9 das Aggregat der Glieder von SU bezeichnet, welche 
außerhalb des Integralgeichens ftehen; jo gibt die allgemeine Formel 
auf ©. 25: 


u=6+|" (+ ia AM, &e. ) dydz 


*: J dp’ 1 + 1ß') 
+[, (N + Aa — — — 4 &e. ) özdr, 
und wern man bie unbeitimmte Größe A fo annimmt, daß der Glei⸗ 
"hung: 
N’ ra Fr +4 + &c =0 
dt 
Genüge gefchieht; jo ergibt fich durch ähnliche Schlüffe, wie die in 
Aufg. II, daß die Gleichung: 
GU=O 


ser: 04 Ita — a + + &e. ) öydz==0, 


ohne Beichräntung ver Variation dy nicht anders erfüllt werben Tann, 
als wenn man fekt: 
9=0, 
und: N+ iu EL &c. = 0. 
9 





1 


‚Bir ‚haben denmach zue Loſung unferer Aufgabe die dvei allgemeinen 
©leichungen: 
L=0, 


Na A HM +&.—0, 


N’ +0’ — —— +&c=0, 


alfo ebenjoviele Gleichungen, als unbelaunte Größen y, 2, 4. — 
58. Das ganze Verfahren läßt fich auch wie folgt barftellen: 
Der allgemeine Ausbrud von dr ift: 


ö6Y=Nöy+P, Ey 4 Re. + N'6s+Pı, — er + &c, 


aljo verfelbe, ald wenn y und s unabhängig von einander wären. 
— Das Mangelhafte viefes Ausorudes, in feiner jegigen Form, be- 
fteht offenbar darin: daß dy und dz nicht als independente DBa- 
riationen behandelt werben können, und mithin bie Regeln der vor- 
bergehenven Aufgabe nicht anwendbar find. — Der Ausbrud von 
SV muß alfo zunächft eine ſolche Modification erleiden, daß dz und 
dy als unabhängig von einander betrachtet werben können. — Da 
aber die Gleichung, durch welche dy und da mit einander verbunden 
find, nämlich: 


ady +62 + &c. + «'öz u ads + &c.=0, 


eine lineare ift, jo folgt aus der Theorie folcher Gleichungen: daß 
bie Bebingung, welche fie ausbräcdt, erfüllt wird, wenn ihre linfe 
Seite durch eine unbeftimmte Größe A multiplieirt und das Produkt 
zu 5V addirt wird, und enblich dy, ds als unabhängig von ein- 
ander behandelt werben. — 


Hierdurch ergibt fich offenbar wieder: 
N+ia— ah +&e=0, 


N’ 4a — — 4&ece. =0, 
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welche Gleichungen in Verbindung mit L=0 zur Beſtimmung von 
Y 3, A als Functionen von z und arbiträren Eonftanten hinreichend 
find. — 

Zur Beſtimmung dieſer Conftanten dienen wieder bie verſchiede⸗ 
nen Öleichungen, welche erhalten werben, wenn man in ben außerbafb 
des Zeichens | ftehenven Gliedern die Coefficienten von dy,, ö2,, Öye, 
620,...=0 fegt, woburd man fo viele Gleichungen erhält, als 
inde pendente Variationen vorkommen. — ‘Da aber die Gleichung: 


L=0 


zwiſchen y und a ftattfinden foll, wie biefe Functionen auch variiren 
mögen; fo find die Variationen dy,, 621,... dYo, d2o, ... offenbar 
nicht nothwendig independent von einander — und mithin Tann 
bie Anzahl ver Hüffsgleichungen auch der dieſer Bariationen nicht 
gleich fein. — Um alfo zu beftimmen: inwiefern unfere Aufgabe eine 
beftimmte Löſung zuläßt, muß man unterfuchen: 1) wie groß bie 
Anzahl der in y, 2, A enthaltenen arbiträren Conftanten ift — und 
2) wie groß die Anzahl der Hälfsgleichungen ift, welche bie Bedingun⸗ 
gen ter Aufgabe zur Beſtimmung viefer Conftanten liefen? — 
Hinfichtlich der Unterfuchung der Anzahl der Gleichungen, welche 
bie außerhalb des Integralzeichens ftehenven Glieder Tiefern, wird 
ed genügen, wenn wir nur einen ber verfchiebenen Fälle näher 
betrachten, welche je nach Befchaffenheit ber verſchiedenen Datı der 
Aufgabe vorkommen können. — Denn aus dem früher (Nr. 27) Ge⸗ 
fagten ift einleuchtene, daß dieſe Berfchiedenheit im Allgemeinen auf - 
die Anzahl der Hüffsgleichungen feinen Einfluß bat. — Wir wollen 
deshalb 3. B. annehmen: daß die Orenzwerthe von x gegeben find, 
währenb bie von: 
y. = I 0, 3, &ec, 


unbeftimmt bleiben. — 
Herner wollen wir annehmen: daß V höchftens: 


dy ey ds d"2 


enthält — und dendlich: daß die Gleichung L0 in Beziehung auf 
die Differentialquotienten von y und = re von ber n'ten und 
m’ten Orbnung ift. — 
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59. Wir haben alsdann fucceffive vie drei Fälle zu unterfuchen: 
4) m>m, n>n. U) m>m, n<n. 3) m<m, n<n. 


1) & ji m> m und n>n. — In biefem Falle find die 
Ordnungen ber zur Beſtimmung von y, 2, A dienenden Gleichun⸗ 
gen offenbar : 


2n nach y mHtnudz, n' nad), ‚(1) 
mHtn... 2m ..... m.... (2) 
N ee Mer. 0 .... (3) 


Differenzirt man bie Gleichungen (1) und (2) auf bie gewöhnliche 
Weife rejp. m’mal und n’ mal, und eliminirt A; fo erhält man 
zwei Gleichungen von den rejp. Orbnungen: 


m--n-Hn’ nad y,  2m-n' nad 2, (1) 
n....... ... m....... (2) 


indem m — m >n — n vorausgefegt wird. — 

Differenzirt man ferner die leichungen (1’) und (2°) reſp. m’mal 
und (2m + n’) mal, und eliminirt 2; fo ift die Endgleichung in Be⸗ 
zug auf die Differentialquotienten von y von der 2(m + n’) ten Ord⸗ 
nung — und ibr allgemeines Integral enthält folglich 2m n) 
willfürliche Conftanten. — Da burch die Elimination A und 2 fuccef> 
five als Functionen ver übrigen Veränderlichen bejtimmt werben, fo 
werben offenbar Feine neuen arbiträren Conjtanten in bie Ausbrüde 
biefer Größen eingeführt, und mithin ijt die Geſammtanzahl dieſer 
Conftanten =2 (m + n)). 

Suchen wir nun die Anzahl ver Gleichungen, welche bie aufer- 
halb des Integralzeichens ftehenven Glieder zur Beſtimmung biejer 
Eonftanten Tiefern. — Die in dieſen Gliedern vorkommenden verfchie- 
denen Variationen find folgende: 


ddy Igy 
dyı> e& —J ‚ 
döy dr-iöy 


Öyo dz — 0 cs -..+ dx s—1 }} 


1 





de dös —) 
13 dr f ..... der! ” 
döz de-1dz 
dæo, FE), oo. 0,0 er), 7 


alſo ihre Anzahl =2 lm 4 n), und wenn dieſelben independent 
von einander wären, fo erbielte man dadurch, daß man ihre Eoefficienten 
einzeln =0O feßte, offenbar 2(m-+-n) Gleichungen. — ‘Da aber 
bie Gleihung L=0 für alle zuläffigen Werthe von y und 2 ftatt- 
finden foll, jo find die Variationen dy,,... nicht von einander un⸗ 
abhängig, fondern durch die 2 (n — n’) Öleihungen: 


5, =0, 8, = 0, A)=0, Tr) =0.... 
d"-15L de-#-19L 5 
(rer), (a dei „ 


verfnüpft. — Die Anzahl der in den .von dem ein S freien 
Gliedern vorkommenden independenten Variationen ift alfo nur 
=2 (m +n)—?2(n— n)=mHn), d. h. viefelbe, wie die ber 
arbiträren Conftanten. — Die Differentiation von dZ Tann nicht über 
bie (n —n’ — T)te Oronung hinausgetrieben werben, weil bei ber 
nächften Differentiation die nenen Variationen: 


(I d* ö1 au 
eingeführt würden. — 


2) &8 ji m>m und n<n, fofind, wenınm-n>m-+n 
ift, die drei Gleichungen von ben reſp. Ordnungen: 








4 


Zn nach y, mAn nach 2, 'n’ nah, (() 
mn... 2m ...... m .... (2) 
n....... m GE 0 .... (3) 


und wenn wieder A zwiſchen (1) und (2) eliminirt wird; fo find bie 

beiden vejultirenden Gleichungen von ben refp. Orbnungen: 
m4ntnnahy,  2m-n’nadz, 6% 
TB ....... m’ . ... 0.0. (2) 


\ 
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59, Wir Haben alsdann fucceffive vie drei Fälle zu umterfuchen: 
')m>m, n>n. 2) m> m, n<n. 3) m<m, n<n. 


1) &8 fi m> m’ und n>n. — Im biefem Falle find bie 
Ordnungen ber zur Beſtimmung von y, 2, A vienenden Gleichun⸗ 
gen offenbar : 


an nad) y, mtnnd2 nach a, (1) 
mn... 2m ..... m.... (2) 
n — m’ ...... 0 0... (3) 


Differenzirt man bie Gleichungen (1) und (2) auf die gewöhnliche 
Weife rejp. m’ mal und n’ mal, und eliminirt A; fo erhält man 
zwei Gleichungen von den rejp. Ordnungen: | 


m-4n+n nah y_  2m-tn' nad 2, (1’) 
n.......... m..... .. (2) 


indem m — m’ >n — n vorausgefett wird. — 

Differenzirt man ferner die Gleichungen (1’) und (2°) vefp. m’mal 
und (2m + rn) mal, und eliminirt 2; fo ift die Enpgleichung in Be- 
zug auf bie Differentialquotienten von y von der 2(m + n’) ten Ord⸗ 
nung — und ihr allgemeines Integral enthält folglich 2m +") 
willkürliche Conjtanten. — Da durch bie Elimination 2 und z ſucceſ⸗ 
five als Bunctionen der übrigen Veränderlichen beſtimmt werben, fo 
werden offenbar feine neuen arbiträren Conftanten in bie Ausprüde 
biefer Größen eingeführt, und mithin ift die Geſammtanzahl biefer 
Conftanten =2(m+n)). 

Suchen wir nun die Anzahl ber Sleichungen, welche die auß er⸗ 
halb des Imtegralzeichens ftehenden Glieder zur Beſtimmung biefer 
Conftanten Tiefern. — Die in biefen Gliedern vorkommenden verfchie- 
denen Variationen find folgende: 


ddy d"-!öy 
Zr ey 

döy er) 
Öyo ( dr 0 006?000 der! Pi 


de ( a) Er) 
13 dr Fe der-i v 
dö2 ar-idg\ , 
dz,, =), eo... et), 7 


alſo ihre Anzahl — 2(mAn) und wenn dieſelben independent 
von einander wären, ſo erhielte man dadurch, daß man ihre Coefficienten 
einzeln SO ſetzte, offenbar 2(m n) Gleichungen. — Da aber 
die Gleichung LO für alle zuläſſigen Werthe von y und 2 ftatt- 
finden foll, fo find vie Variationen öy,,... nicht von einander uns 
abhängig, fonvdern durch die 2(n — n’) Öleichungen: 
5. =0, Mo S , er =(, (F),=0 

de-"-iöL d"-"-1öL a 
" m) —S ee), = 


verfnüpft. — Die Anzahl der im ven von bem zeichen S freien 
Gliedern vorkommenden independenten Variationen ift alfo nur 
=2 (m +n)—?(n— n)=Xm-+n), d. h. diefelbe, wie die der 
arbiträren Conftanten, — Die Differentiation von dL kann nicht über 
die (n — n’ — I)te Ordnung binausgetrieben werben, weil bei der 
nächjten Differentiation die nenen Variationen: 


ee . Ä 
eingeführt würden. — 


2) Es ji m>m und n<n‘, fo find, wenn mn om‘ tn 
ift, die drei Gleichungen von ven reſp. Orbnungen: 





2n nach y, mHtnnabz, 'n’ nad a, (D 
Mn... RM ...... m’ .... (2) 
n....... m....... 0 .... (3) 


und wenn wieder A zwiſchen (1) und (2) eliminirt wird; fo find die 

beiden vejulfivenben Gleichungen von den reſp. Ordnungen: 
mt+n+tnnay 2m-tnnadz, (1) 
n......... m' ....... (2) 
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Eliminirt man ferner » ziwifchen biefen beiten Gleichungen, jo ift die 

rejultivende Enpgleihung in Bezug auf die Differentialquotienten von 

y von ber 2m -H-n’)ten Ordnung, und ihr allgemeines Imtegral 

enthält folglich wiever 2m +’) willkürliche Conftanten. — Auch 

ift leicht einzufehen, daß ähnliche Nefultate für: 

| m+n<m+n | 

erhalten würben. — In dieſem Falle liefert die Gleichung: 
 L=0 

feine Relation zwifchen ven Variationen dyı, dYyo,... weildL,,4Eo 

offenbar reſp. die Größen: 


=), (a) 





enthalten, während 





d" —1öy d" 1öy 
dar et); ( dar! J 
bie höchſten in den von dem Integralzeichen freien Gliedern vor⸗ 


kommenden Differentialquotienten ſind. — Es iſt deshalb nicht mög⸗ 
lich, irgend welche der Größen O91 dyo,... mittelſt der Gleichungen: 


öL, = 0, Lo — 0 


zu eliminiren — und umfoweniger Tann eine folche Elimination mit 
Hülfe der Gleichungen: 


(ar) =0 (ME) =0.0 
gefchehen. — Jede diefer Gleichungen führt in der That eine neue 
Bariation ein. — Die Anzahl der Gleichungen, welche die von dem 
Zeichen ſ freien Glieder geben, ift alfo in dieſem alle der Anzahl 
ber darin enthaltenen Variationen: 


öy, Öyo, (57), &c., Ö2,, Ö2o, (25). &c. 


geich, nämlich = 2m + nn’), indem 2n’ dieſer Größen find: 
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a, () .... (, (Br)... (er), 
Yu Fr dei dx dar! 


und Im vertißen: 


as, (2) .... ). oxo, a, 


Die Anzahl ver Hülfsgleichungen ift aljo wieder der der arbiträren 
Eonftanten gleih. — 

3) &8 fi m’ >m mb n>n, fo find die drei Gleichungen 
von ben refp. Ordnungen: 





Annhy mtnnahze nm nad, (1) 
mn... 2m...... m... (2) 
MW ....... m....... 0 .... (3) 


und wenn wieder A zwiſchen ben Gleichungen (1) und (2) eliminirt 
wirb; fo erhält man zur Beſtimmung von y und = zwei Gleichungen 
bon ben Orbnungen: 


On 4 nach 5. 2m’ nach z, % 
Were. ... m........ (2') 


Wird dann 2 eliminixt, fo ift die Endgleichung mit y von ber 
2m’ + n’)ten Ordnung. — Die Anzahl der arbiträren Conftanten 
ift alfo in diefem Falle =2(m’ + n’). 

Was die Anzahl der Hülfsgleichungen betrifft, welche vie von 
dem Integralzeichen freien Glieder geben, fo ift zunächſt Mar, daß 
diefe Glieder 2m’ + n’) independente Variationen: 


Öyı> (I) ... (a); 


=) (5 214 r) 
ö%, (7 ..o dir! Pr 
döz \ —r) 

dt ON dert 2 


nn —— 





da, , 





6 m’ oder dev r 


d ‘ dæm 





an ber oberen Grenze nicht verſchwindet, abgeleiteten Gleichun⸗ 
gen gleichgeltend find mit: 


7441 de —m—1 A 
Aı = 0, 7). = 0 oo... Zr) 0. (E) 


Setzt man nun n" — n > m’ — m, fo ift klar: daß dieſe &feichun- 
gen mit den erften m’— m Gleichungen der Gruppe (D) iventifch 
find. Die Anzahl der Hülfsgleihungen wird alfo um m’ — m ver: 
mindert — und wenn biefelbe Vorausfegung auf bie untere Grenze 
angewandt wird; fo findet eine ähnliche Verminderung ftatt. — Im 
biefem alle Bat man aljo zur Beſtimmung ber willfürlichen Eonftan- 
ten nur 2 (m’ ++ n’) — 2(m’— m) =2(m-+n’) Öleichungen, und 
e3 bleiben mithin 2 (m’ — m) EConftanten unbeftimmt. — 


2) &8 fei , 0, jo wirb bie erfte ber Gleichungen (C): 
.). *— 0. 


In Folge diefer letzten Gleichung und wegen A, z 0 reducirt fich bie 
zweite der vorhergehenben Gleichungen (C) auf: 


Be (Fe) =, 
und bie britte wirb: 
1 (de Be) il) 
Ohne dieſe Unterfuchung weiter fortzufegen, fieht man ſchon: daß Die 


Verminderung der Anzahl ver Hülfsgleichungen hier nicht ftattfinvet, 
wie im vorhergehenden alle, weil die aus ven Coeffictenten von: 


in (EI), a 


gebilveten Gleichungen von den aus den Eoefficienten von: 
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0215 (=), ,„ &c. 


ab geleiteten offenbar verf hieden find. — 
3) Ferner wird den beiden erften ber Gleichungen (C) ge- 
nügt, wenn man feßt: 


4, =0, (Bel *0, 
wodurch die Dritte ber Gleichungen (C) auf: 


2) (m 2) 0 


rebuchtt wird, und dieſer legten Gleichung geſchieht Genüge ‚ wenn 
man entweder jekt: 








In der erften Vorausfegung find die brei erften ber &leichungen 
(C) gleichbebeutend mit: 


1=0, (2) =0, @=0 
und in ver zweiten Borausfeßung hat man: 
4=0, 0, (Bei — = 0. 
Was die aus den Evefficienten von: 
dz,, er =) &c. 


abgeleiteten Gleichungen betrifft, fo iſt Har, daß bie erfte Voraus⸗ 
fegung die beiden exften dieſer &leichungen, nämlich die, welche aus 
ben Coefficienten der Variationen: 


Kr 
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abgeleitet find, auf O= 0 rebucirt, fo daß die Anzahl der Hülfsglei⸗ 
chungen um zwei vermindert wird, während in der legten Bor- 
ausſetzung fich diefe Anzahl nur um eine Einheit verkleinert. — 
Ohne biefe Betrachtungen weiter fortzufegen, erhellet aus dem 
Gefagten ſchon hinreichend: 1) daß, wenn jeve ber beiden Größen 
BI, (B.)i als endlich angenommen wird, die Anzahl ver Hülfs- 
gleichungen fi um m’ — m vermindert — und daß durch biefelbe 
Annahme binfichtlich der Größen (Bu)o, GB'.)o eine gleiche Bermin- 
berung biefer Anzahl bewirkt wird; — 2) daß, wenn bie erfte Glei⸗ 
hung jever Gruppe, d. 5. die, welche aus dem Coefficienten von: 


d"-!dy d"—1dz 
(ei +), (=), 
gebilbet find, durch: 
G.) = 0, (Bm)ı = 0 


verificirt werben, bie Anzahl ver Hülfsgleichungen um eine zwijchen 
0 und 2(m’— m) incl, liegende Zahl verkleinert wird, je nach ber 
Art, wie man ben übrigen Gleichungen Genüge Teiftet. — 

Das Enprefultat der ganzen vorhergehenden Unterfuchung läßt 
fih nun folgendermaßen ausprüden: 

1) Wenn m> m’ und n>n’ ift, fo ift die Ordnungszahl ber 
Enpoifferentialgleichung die größte ber beiven Zahlen: 


2(m+n), 2(m’+n), 


und man hat zur Beſtimmung ver in ihrem vollftändigen Integrale 
vorkommenden willfürlichen Conſtanten eine hinre ichende Anzahl 
von Hülfsgleichungen. — 

2) Daſſelbe findet ſtatt, wenn m> m md n<n iſt. — 

3) Wenn m’ >m um n>n ift, fo wird die Ordnungszahl 
ver Enpoifferentialgleichung im Allgemeinen durch: 


2(m’ + n) 
ausgebrücdt — und ihr allgemeines Integral kann eine Anzahl un- 


beftimmtbleibenper Konftanten enthalten, welche die kleinſte ber 
beiven Zahlen: 


2(m - m), ?(n"—n) 
nicht überfteigt. — 
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60. Poiſſon fagt im feiner ſchätzbaren Abhandlung über bie 
Bariationsrehnung *), daß die Auflöfung einer Aufgabe, wie 
bie vorhin unterfuchte, im Allgemeinen unbeftimmt bleibende 
Conſtanten enthalten müſſe, wenn bie Relation zwijchen y und 2 durch 
eine Differentialgleichung ausgedrückt wird, ohne dieſe Behauptung 
jedoch zu motiviren, welche mit unſerm vorhergehenden Ergebnifje im 
völligen Wiperfpruche fteht. — Das Räfonnement, welches Poiſſon 
zu dieſem Schluffe geführt hat, mag etwa folgendes gewejen fein: 
Geſetzt die Differentialgleichung; 


L=0 
jet integrabel, jo daß fie den Werth von 2 als Function von z, y,.. 
und einer Anzahl arbiträrer Conſtanten gibt, man alfo bat: 
d ‚ 
zs=f\z,y, Der de) 


woraus die Wertbe von: 
ds d’z 
de’ dx?’ 


abgeleitet und im vie gegebene Größe V fubftituirt werben mögen; 
fo wird V auf bie Form: 


&c. 


d ‚ 
v=F(z, ...0 dr) 


gebracht. — Wenn nun die Variationsrechnung angewandt wird, 
um das eventuelle Maximum, oder Minimum von [Vdzr zu fin 
ven; fo ift Har, daß die Auflöfung im Allgemeinen alle vie arbiträs 
ren Conftanten enthalten wird, welche in V vorkommen, d. 5. alle 
die Conftanten c, c’..., welche durch Integration ver Gleichung: 


L=0 


eingeführt find. — Und da die Kagrangefche Methode nur eine an⸗ 
dere Weiſe iſt, daſſelbe zu bewirken, ſo iſt zu erwarten, daß das 
Endreſultat eine gewiſſe Anzahl unbeſtimmt bleibender Conſtan⸗ 


*) Mem. de l'inatit. tom. XII. p. 258. 
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ten enthalten wird. — Hierauf aber antivorten wir: baß bie nach 
piefen beiven Methoden gelöf’ten Aufgaben wefentlich verſchieden 
find. — Bei ber erjten, wo die Größen ce, c', ... al unveräns 
berlich vorausgefeßt werben, fucht man unter allen Wertheſyſtemen 
bon y und 2, welche ver particulären Gleichung: 


d ‚ 
s=f(z nv... ce ..) 


genügen, dasjenige Syſtem, welche das gegebene Integral zu einem 
Marimum, oder Minimum macht. — Aber bei Anwendung ber 
Zagrange’fchen Methode wird das verlangte Wertheſyſtem nicht blos 
unter denen gefucht, welche der particulären Gleichung (a) genügen, 
fondern unter allen denen, welche ver allgemeinen Gleichung: 


L=0 


- genügen. — Wenn alfo dieſe Methode vollflommen tft, jo muß fie 
die Mittel an die Hand geben: das verlangte Wertheiyften aus allen 
denen berauszufinven, welche ven unendlich vielen Gleichungen ge- 
nügen, bie aus: 


d ’ 
z=filr,y, FL c ..) 


abgeleitet werben können, indem man ven Conftanten verſchiedene 
Werthe beilegt. — Sie muß alfo die zur Beſtimmung diefer Con- 
ftanten hinreichende Anzahl von Gleichungen liefern. — Ein einfaches 
Beiſpiel wird dies Alles gehörig erläutern, 


Beiſpiel. 
Man ſoll für die durch die Differentialgleichung: 
<+Y% 3 = =0 (A) 


mit einander verbundenen Functionen y und 2 folde Formen finden, 
daß das Integral: 


[v( i+ + dx 


en Minimum wird. — 
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Aufl Da die Gleichung (A) integrabel ift, fo kann bie 
Aufgabe nach jeder ber beiden Methoden behandelt werben; d. h. 
man Tann entweber bie Gleichung (A) integriren, und mitteljt ihres 
Integrale: 


2+y?+2?=a 
bie Größe * aus V eliminiren, ehe man bie Variations rechnung 
anwendet, oder man kann letztere unmittelbar ef den Ausdruck: 


V 


anwenden, und nach ver Methode von Lagrange (A) als eine Be⸗ 
bingungsgleichung betrachten. — Die Aufgabe ift aber in beiden 
Fällen wefentlich verfchienen, was wohl am deutlichſten ein- 
leuchten wird, wenn wir ihre geometrifche Bedeutung in beiden 
Fällen ins Auge faſſen. — 

Bei der erften Methode, wo die Gleihung (A) integrirt wird, 
ehe man Bariationsrechnung anwendet, befteht die Aufgabe darin: 
auf einer gegebenen Kugelfläche von dem Halbmefjer a die für- 
zefte Linie zu ziehen. — Die Fläche, auf welcher bie gejuchte Linie 
liegt, iſt alſo vollftändig firirt, indem ſowohl ver Mittelpunkt, wie 
der Halbmefjer ver Kugelfläche gegeben ift. — Bei der Behandlung 
ber Aufgabe nach ver Yagrange’fchen Methode dagegen kann man 
eine beliebige SKugelfläche, deren Mittelpunkt ver Coorbinatenanfang 
it, al® die Fläche wählen, worauf die kürz eſte Linie zu ziehen ift — 
und werm die Auflöfung der Aufgabe vollſtändig ſein foll, jo muß 
dieſe Methode nicht blos eine Negel für das Ziehen dieſer Linie auf 
einer Tpeciellen, jo ausgewählten Kugelfläche an die Hand geben, 
fondern auch eine Gleichung zur Beftimmung des Halbmefjerd der 
Kugelfläche, auf welcher vie fo gezogene Linie kürzer ift, als bie 
ähnlich gezogene Linie auf jever andern Kugelfläche. — Wendet mar 
biefe Methode wirklich an, fo findet man: 


a=—=—n, 
Um biefes darzuthun, wollen wir annehmen, daß vie Grenzwerthe 
von = gegeben find; d. h. es ſollen die Formen der Functionen y, 
3 jo bejtimmt werben, daß das Integral: 








. 
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Dach Elimination von A, ergibt fich: 


=(; 





V ++ ve+3+) 1 


folgih ft c=0, und Gleichung (B’) redueirt fih auf: 


woraus durch Integration folgt: 
 y=mz, 
Die gefuchten Functionen werben mithin durch bie beiden Gleichungen: 
y==mz, u 
ty? 22a? 


beſtimmt. — Geht man num zu ber erften ber Gleichungen (B) zu- 
rüd, und eliminirt y, 2 mittelft ver eben gefundenen Gleichungen; jo 
erhält man: 


Y(o? — x). E- 10, 
Ga 
woraus ſich durch Integration ergibt: 
— 1 arc.sinT u b, 
a a 
An der oberen Grenze ift alfo: 
u 


4 — 2 aresin =, (D) 


und wenn in bie erjte ver Gleichungen (0) für: 


(2), @), 


ihre Werthe als Functionen von x geſetzt werben; fo findet men: 
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1-0, (E) 


ay(a? — 2,9) 


Wenn ferner A, zwifchen CD) und (E) eliminirt wird, fo erhält man: 


1 + 4 \__,;,. 
( 7 5” arc.sin =.) =b; (F) 


und ebenso für vie untere Grenze: 


1 . 
(aan wein =) =b. (G) 


Diefen Gleichungen wird durch: 
oe=o, b=0 


Genüge geleifte. — Wenn a nidt = iſt, fo ergibt ſich durch 
Subtraction diefer beiden Gleichungen die Gleichung: 


7 — arc. sin To 
Y(a?— 2?) "Ya: —x ?) 


welche wegen x, >, offenbar unmöglich if. — Mithin ift a= 
der einzige Werth von a, welcher ven Gleichungen (F) und (G) ge⸗ 
nügt. — 

Diefes Beifpiel zeigt bündig: daß die Lagrange'ſche Methope 
immer eine Gleichung zur Beitimmung ver durch die Integration der 
Bedingungsgleihung eingeführten arbiträren Conftante an bie 
Hand gibt, und daß mithin bie Durch dieſe Methode erhaltene Aufld- 
fung im Allgemeinen eine unbeftimmt bleibende Eonftante enthält. 
— Was die in der jegigen Auflöfung vorkommende Conftante m an⸗ 
langt, fo ift Teicht erfichtlich: daß deren Exfcheinen rein zufällig und 
der jegigen Aufgabe eigen thümlich ift; aber in feinem Falle davon 
berrührt, daß die Beringungsgleichung eine Differentialgleichung 
ift, wie Poiſſon meint. — Denn wenn man das Integral: 


2? -+-y?+2?=a? 
als Beringungsgleihung nimmt, und 2 aus: 


SVerE HE) 


0 To 
— arc,sın — , 
a 


148 


eliminirt, ehe man Variationsrechnung anwendet; fo enthält die Auf- 
fung die Eonftante m auch noch. — Geometriſch gejprochen, be- 
deutet das Vorhandenſein dieſer Conftante: daß man zwifchen zwei 
Parallelfreifen auf der Kugel eine Fürzefte Linie ziehen fol. — 

Die vorhergehende allgemeine Theorie läßt fich Teicht auf ven 
Tall von drei und mehreren primitiven oder unabhängigen 
Functionen %, 2, u... ausbehnen, und das Verfahren bleibt fich 
ſowohl hinfichtlich der Herleitung der allgemeinen Differentialglei- 
chungen, als binfichtlich der Beſtimmung der in ber Auflöfung vor- 
kommenden willfürlichen Conftanten ähnlich. — Anwendungsbeifpiele 
werben in Kap. 4 bei den geometrischen Anwendungen ver Va—⸗ 
riationsrechnung vorkommen. — 


Aufgabe VII. 


61. Man foll diejenige Form der Function y bejtimmen, welche 
das Integral; 
f Var 


zu einem Marimum, oder Minimum macht, und zugleich ver 
Devingung: 
SVde=e 


genügt, indem V und V’ Functionen von: 


d 
x, y, =, &c. 


find, — 
Aufl. Die Bedingung für das Mar., over Min. von [Var 
ift wieder wie früher: 


Divde=0, 
und die Bedingung: 
. [Vdr=ec 
gibt: 
D.jVdr=0. 


Die Auflöfung diefer Aufgabe wird alfo nach der Lagrange'ſchen 
Methode gefunden, wenn man bie zweite dieſer Gleichungen mit einer 
unbeftiummten Größe A multiplicirt und das Probuft zu ver eriten ad⸗ 
birt, wodurch man erhält: 
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Vıdz, — Vodzo + 8.|Vdx + Vida, — V'odzo+ 8.[V’d)=0. 


Aus der Form biefer Gleichung erhellet aber: daß berfelben nur ge- 
nügt werben kann, wenn man jekt: 


i = const. 


Denn wenn man für d.[Vdr und ö. ſVſdæ ihre Werthe fekt, und 
wieder wie früher verfährt; fo geben bie von dem Integralzeichen 
freien Glieder eine Gleichung, worin nur A und conftante Größen 
vorlommen, und welche mithin für A nur einen conjtanten Werth 
geben Tann. — Die Aufgabe wird alfo durch bie Form von y ge- 
löſ't, welche das Integral: 


SCv + mV')dz 


zu einem abfoluten Mar, oder Min. macht. — Diefes Integral 
muß Daher ganz ebenſo behanbelt werden, wie das Integral [Vax 
in Aufg. II behambelt ift. — Der fo gefundene Ausbrud von y muß 
alfo die Conftante m enthalten, weil bie nach dem Verfahren in 
Aufg. II gebildeten Gleichungen blos zur Beſtimmung ber durch bie 
Integration der Differenzialgleichung eingeführten Conftanten binrei- 
hend find. — Diefe Conſtante m wird aber dadurch beftimmt: daß 
man den Werth von V'dæ nach dem gefundenen von % berechnet 
und =c fest. Wenn z. B. unter allen Formen von y, welche das 


Integral: 
[ v(i + 5) de =c 


machen, bie eine gejucht würde, welche [ydr zu einem Marimum 
macht; fo müßte man zunächft die Form von y fo beftimmen, daß: 


Setrvtrae)le 


ein abfolutes Marimum wirb,. und nach dem fo für y gefunde- 
nen Werthe, welcher die Conjtante m enthalten muß, ven Werth des 


Integrales: 
d 2 
Vier) 


\ 
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Setzt man num endlich dieſen Ieten Werth ber gegebenen Gonftante 
ce gleih; fo ergibt fich aus dieſer Gleichung der Werth von m — 
und die Auflöfung ift mithin vollftändig. — 

Diefe Theorie kann auch Teicht auf den Fall von zwei, ober 
mebrern gegebenen Integralen erweitert werben. Denn wenn: 


(Var, SV"ax, &e. 


bie Integrale find, deren Werthe gegeben find; fo fieht man leicht 
ein, daß der Ausprud, welcher zu einem abjoluten Marimum 
gemacht werben muß, folgender ift: 


SV + mV’ + mV" + &c.) de. 


Aufgaben dieſer Art werden ifoperimetrifche genannt, wegen 
ber hieher gehörigen Aufgaben, wo es fich darum handelt: unter 
allen Linien von gegebener Länge bie eine zu finden, welche ein 
gegebenes Integral zu einem Maximum, oder Minimum macht. 
— Da aber die Benennung: iſoperimetriſche Probleme nicht 
die ganze Klaffe hieher gehöriger Aufgaben umfaßt, alfo eine zu be- 
ſchränkte Bedeutung hat; fo ift es offenbar richtiger, Die Benen- 
nung: relative Marima ımd Minima anzuwenden, — 

Anwenbungsbeifpiele hiervon werben bei den geometriſchen 
Anwendungen ver Bariationsrechnung in Kap. 4 vorkommen. — 

Die Behandlung der Gleichung: 


D .fVdx —0 
oder vielmehr: 
D.fV-+mV)de=0 


bleibt in Bezug auf relative Marima und Minima offenbar 
ganz biefelbe, wie für abfolute; aber die Anwenbung ver Sacobi- 
ſchen Theorie in Bezug auf die zweite Bariation ift in biefen beiden 
Fällen wefentlich verſchieden. — Delaunay ijt in feiner weiter 
oben (S. 87) angeführten Abhandlung auf dieſen Gegenſtand näher 
eingegangen; allein in dieſem Theile feiner ſchätzbaren Arbeit fcheinen 
uns feine Schlüffe und Reſultate weniger gemügend, als in Bezug 
auf abfolute Marima und Minima, weshalb wir bier in einem 
für das erfte Studium der Bariationsrechnung bejtimmten Lehrbuche 
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biefen Theil der allgemeinen Theorie übergehen — und ben Lefer auf 
die Abhandlung von Delaunay felbjt verweilen. *) — 


*) Wenn durch Die LZagrange’fche Methode eine Aufgabe über relative 
Marima und Minima aufeine über abſolute zurädgeführt ift, fo verſteht 
ſich von ſelbſt: daß auch das Jacobi'ſche Kriterinm anwendbar bleibt. — 

In dem letzten Beifpiele hat man: 


ee 


alio. 
=y+m\ (1+ 2) P — VA ver) 


M 


und da z in 9 nicht erplicite vorlommt, * (d) auf ©. 60: 


d 
42 
ober: 
mi 
dt 


stm /(1+4 in)=: "Va+®) 2) 


folglich: 
g—”’+@— m, (@) 
wo m leicht durch e ausgedrückt wird. — 
Beiter ift nun: 


= _PV_ = —— —, 
Gr) 


und die Öleihung: 


ar, —_O wir: 1 nz 0 
— — —* xD; — — U, 
* v(i 8) 
woraus folgt: 
vera) 
m= 


I 
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Sebt man diefen Werth von m in (A), fo erhält man: 
1 
Qı = d? y 
dr? 





+ 





d’y 
dr® 
mum, oder Minimum von U. — 

Dagegen ift offenbar das Iacobi’fche Kriterium nicht mehr anwenbbur, 
wenn in U zwei, ober mehrere primitive AYunctionen y, z,..., oder 
wenn Doppelte und mehrfache Integrale darin vorkommen. 

Endlich mag noch. bemerkt werben, daß fih in den lebten Jahren auch 
Bertrand, Heine, Helfe, Minking, Spiter 2c. und Clebſch mit der 
Herleitung und weitern Entwidelung ber Jaco bi'ſchen Theorie befchäftigt ha= 
ben — und daß namentlich Elebfch fi bemüht bat: bie Unterfuhung auf den 
Tal mehrerer primitiver Yunctionen und mehrfacher Integrale aus- 
zubehnen (Erelles Iournal Band 54 und 55), jedoch können dieſe Unterfuhun- 
gen noch nicht in ein Elementarlehrbud, wie das vorliegende, aufgenommen 
werben. — 


Jenachdem aljo negativ, oder poſitiv ift, gibt (a) ein Mari- 





sugEBEEEE mn = — 
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Biertes Kapitel. 


Anwendung der variationsrechnung auf Geometrie. 


A. Auf frumme Linien. 


62. Die geometrifchen Anwendungen ver Bariationsrechnung 
bejchränfen fich ausjchlieglih auf bie Theorie ver Marima und 
Minima folcher Größen, welche durch einfache und boppelte 
bejtimmte Integrale ausgebrüct werben, weil bei geometrifchen Un- 
terjuchungen überhaupt höchitens zwei independente Veränderliche 
vorkommen können. — Denn jo wie in ber Differentialrechnung 
jever Aufgabe über Marima und Minima, wobei nicht mehr als 
zwei indepenvente Veränderliche in Betracht kommen, eine geome- 
triſche Einkleivung gegeben werben Tann, ebenfo kann man in ber 
Bariationsrechnung jeder Aufgabe über Marima und Minima 
eine geometrifche Faſſung geben, wenn babei nur einfache, over 
doppelte beſtimmte Integrale vorfämen. — In der Differential- 
rechnung lautet eine folche Aufgabe befanntlih: „Wenn eine frumme 
Linie, oder Fläche gegeben ift, vie Punkte verjelben zu finden, für 
welche die Ordinate ein Marimum, oder Minimum ift.” — 
Aber in der Variationsrechnung befteht dieſe Aufgabe darin: 
„Die Natur, d.h. die Gleichung einer krummen Linie, ober Fläche 
zu finden, welche bie Eigenjchaft hat, ven Werth eines gegebenen 
Integrales zu einem Marimum, oder Minimum zu machen. — 
Wenn in den Aufgaben ver frühern Kapitel für die Worte: „Form 
der Function“ die Worte: „Natur der frummen Linie, oder 
Fläche” gefegt werben, jo hat man offenbar fchon ihre geometris 
ſche Faffung, in welcher dieſe Aufgaben auch zuerft von Joh. und 
Jac. Bernoulli behandelt find (Acta Erudit. 1696 — 97.). — 
Indem wir die geometrifchen Anwendungen ber Variationsrech- 
nung in bejondern Kapiteln abhanden, bejchränfen wir und babel 
lediglich auf ſolche Aufgaben, in welchen bie beſtimmten Integrale 

10* 
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rein geometrifche Größen: Längen, Tlächen, Volumen ausprüden — 
und werben die Aufgaben, worin bie beftunmten Integrale mecha- 
nifche Größen: Zeiten, Kräfte, oder Geſchwindigkeiten aus— 
brüden, wenngleich die gefuchte Größe eine krumme Linie, over Flä⸗ 
he, aljo eine geometrifche Größe ift, fpäter in einem fpeciellen 
Kapitel unter der Auffchrift: „mechanifche Anwendungen ver Va— 
rigtionsrechnung” abhandeln. — Wir beginnen mit ber folgenven jehr 
allgemeinen Aufgabe, welche uns fowohl bei den geometrifchen, wie 
bet ven mechanifchen Anwendungen unferer Wifjenfchaft von Nuten 
fein wird. — 


Aufgabe I. 


63. Wenn ds das Clement einer ebenen Curve und mw eine ges 
gebene Function ihrer Coordinaten z, y ift, die Natur dieſer Curve 
fo zu beitimmen, daß fuds ein Marimum, oder Minimum wird. 

Aufl. Indem wir die Lagrange'ſche Methode, als die mehr 
ſymmetriſche, anwenden, betrachten wir s als independente Verän— 
berliche und die Coordinaten x, y al8 Functionen von s, welche 
durch die Gleichung: 


dx? 


ds? + = 1 





verknüpft find, — Die Gleichungen (A) auf ©. 130 werben in dies 
fen alle: 





dæ 

u "a _, 

da ds ’ 
7 (A) 
ay 

de 0 

dy ds 


Wenn man biefe Gleichungen reſp. mit = , 32 muftipfieitt und bie 
Produkte addirt, fo ergibt fich offenbar: 


BR _ du 
a u 
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woraus folgt: 
rot ,»=ua-.a, 

Die willfürliche Conftante a ift offenbar dadurch eingeführt, daß 
s als independente Veränderliche gewählt ift; denn man gelangt 
offenbar durch das angewandte Verfahren zu perfelben Gleichung, 
man mag fuds, over fu +c)ds zu dem urjprünglichen Integrale 
nehmen — d. b. in geometrifcher Sprache: man erhält burch dieſe 
Methode daſſelbe Refultat, vie Länge ver Curve mag gegeben fein, 
oder nicht. — Dean fieht jedoch leicht ein, daß fich die gegenwärtige 
Aufgabe von dem ifoperimetrifchen Probleme dadurch unterfchei- 
bet, daß a—=0 gefekt ift. — Denn wenn die independente Verän- 
berliche von s in 9 umgefet wird, jo wird die Gleichung: 


Sa +(@- ar 3. )\la= 0, 


indem man u + a für % fest, auf bie Form: 
de dd , dy döy 


d a a0 a a 
| ER ET rer) A BE BEE Ze #=0, 


dd 
oder wegen: 


da dr | dy döy _ de dis 
dd’ dd ' dd’ dd AU’ dd 


ICH Hut) = 
rebucirt, welche offenbar mit ver Gleichung: 
3. +. | a = 
identiſch iſt. Wenn alfo nicht a = 0 ift, fo gehört das durch dieſe 


Methove - gelöfte Problem zu der Klaſſe der ifoperimetrifhen 
Probleme, nämlich unter allen Curven von gegebener Länge bie zu 


auf 


finden, welche I -d6 over Suds zu einem Marimum, oder Mi- 
nimum macht. — 
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Sept man a=0, fo ift A=u, und wenn man biefen Werth 
in jede der Gleichungen (A) fubftituirt; fo findet man: 


ober für —, feinen Werth: 


geſetzt: 
—— 
ds\dz' de dy' ds) 


dx (du dx du dy d’y 
de\dy’ ds dx’ ds " 





Multipkieirt man biefe legten Gleichungen reſp. mit 3 , = und 
zieht die Produkte von einander ab, fo ergibt fich: 

dy ‚Zg_® =: a a _ du de 

ds ' ’ dy' ds , 


wo o den Krümmungshalbmeffer beveutet, oder wenn =, ß die ſpitzen 
Winkel bezeichnen, welche die Normale mit ven Coordinatenaren macht: 


=. con + 5% coBß. (C) 


Dieſe Gleichung enthält die geometrifche Definition ber geſuchten 
Curve, und es ift offenbar nicht möglich, fie weiter zu integriren, 
ohne vorher die Form von u näher zu firiren; jeboch kann vie fol- 
gende Cigenfchaft noch aus der allgemeinen Gleichung (C) hergeleitet 
werten. — 


Wenn (« das gegebene Integral ift, fo unterjcheidet fih das 


Nefultat, zu welchem man gelangt, von (C) nur durch das Zeichen “ 


ber rechten Seite; es iſt alfo: 
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Ä 1 _ ,1 de du 
ig +, (Gg sone + dy cosß). 
Beide Auflöfungen find aber enthalten in: 


1_1 
0? 
und mithin ftehen bie in ber Steihung: 


d 
e?=flry 2) 


enthaltenen zwei Curven in der Beziehung zu. einander: baß, wenn bie 
eine das Integral ſuds zu einem Mar., over Min. macht, bie 


andere in Bezug auf das Integral f z dieſelbe Eigenfchaft hat. — 


64, Wenn die Örenzwerthe von x und y gegeben find, fo wer- 
ben bie in bem Integrale von (CO) vorkommenden arbiträren Conſtan⸗ 
ten durch Subftitution dieſer Werthe beftimmt. — Aber wenn bie 
Grenzpunkte ver gefuchten Curve mittelft ihres Durchſchnittes mit zwei 
- gegebenen Curven beftimmt werben, fo läßt fich allgemein zeigen, daß 
bie eine Rlafje ver der Aufgabe genügenden Curven die Grenzcurven 
rechtwinklig durchſchneidet. — Denn die außerhalb des Integral- 
zeichens ſtehenden Glieder geben bie beiden Gleichungen: 


|) + Man|-o 


de Co8« +3 —— 2 coß), 


d d * 
(at) 
welchen genügt wird, wenn man febt: 
u=0, wo=0 
oder: 
Ar dy — 
(+ an=0 
(E) 


(=), öro + (2), y=0, 


oder durch eine Verbindung ber erften umb vierten, ober ber zwei⸗ 
ten und britten biefer Sleihungen. — 
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Laäßt man die felten zuläffigen Annahmen: 
MH=0, w—0 
unbeachtet, und find die Gleichungen der Örenzcurven: 


day = mda, dy= modæo; 
fo bat man: 
öy, =mdz, dyo = MoÖXo, 


unb bie Gleichungen (E) werben folglich: 
dx ay\ _ 
te), So 


Gt), =0 


wodurch offenbar das zu Beweiſende ausgebrüdt wird. — 
65. Um zu beitimmen, ob vie erhaltene Auflöfung ein Mari- 
mum, oder ein Minimum gibt, muß das gegebene Integral auf 


bie Form: 
LE V r 27) 


gebracht werben, welches gibt: 


dev BAU DE Zr 6 


day dy dy” \# 
(2.2 n (a. a) (+55 

und man hat folglich nach Nr. 40 ein Martmum, ober eitt Mi- 
nimum, jenachdem dieſe legte Größe negativ, ober pofitiv tft, 


d. b. jenachdem uw und: 
d 2 
v(Hz 


entgegengefegte, over gleiche Zeichen haben. — Da aber in ber 
erften Vorausfegung der Werth des Integrales negativ ift, fo ift 
Har, daß in dieſem Falle unter einem Marimum ver am weite- 
ften von — oo entfernte oder am nächſten bei Null liegende 


(F) 














159 


Werth zu verftehen ift. — Der gefundene Werth ift alfo, abfolut 
genommen, in allen Fällen ein Minimum. — 
Es ift früher (S. 100) gezeigt worben, baß ber Ausdruck: 


_EV_ 
dy\? 
(4.2 
das Zeichen nicht ändern barf zwilchen ben Integrationsgrenzen, 


wenn ein Marimum, oder Minimum ftattfinden fol. — Wenn 
aber die Länge des Curvenbogens durch das Integral: 


2 du? 
[/ v( | )4 

ausgedrückt wird, ſo iſt die Wurzelgröße ſtets als poſitiv voraus⸗ 
geſetzt. — Hieraus, und aus Gleichung (G) erhellet, daß a für alle 
zwifchen x, und x. liegende Werthe von x daſſelbe Zeichen behalten 
muß, wenn die fragliche Bedingung erfüllt werben fol. — Was die 
übrigen Bedingungen in Nr. 46 anlangt, jo müfjen dieſe offenbar in 
jevem einzelnen Falle beſonders unterjucht werben, weil man, wie 
ort gezeigt worden, dabei das volljtändige Integral der durch bie 
Barintionsrechnung erhaltenen Differentialgleichung Tennen muß. — 


Beifpiell. 
66. Zwifchen zwei gegebenen Punkten, ober zwei gegebenen Cur⸗ 


ven bie für zeſte Linie zu finden. — 
In diefem Falle ift; 


d d, 
— 1, ==, a 


bie Gleichung CO) gibt folglich: 


-—(), 
0 i 
oder: 
d’x 0 d’y _ 
ds? I dt 


woraus durch Integration folgt: 


dx d 
Tele rk 6 
alfo: 
de . dy 
ir ar ae 


und endlich gibt eine zweite Integration: 
br— ay=c, (2) 


d. b. die Gleichung einer geraden Linie — 
Wenn die Grenzpunfte gegeben find, fo hat man zur Beſtim⸗ 
mung der Gonftanten bie Gleichungen: 
bz, -ayı =e, bu —ayp =c 
und: 
a +b?—=1, 


wovon bie legte erhalten wird, wenn man bie Gleichungen (1) qua⸗ 
drirt und addirt. — Wenn die geſuchte Linie von zwei gegebenen Cur⸗ 
ven begrenzt wird, deren Gleichungen folgende ſind: 


*76) y=F(e), 
jo gibt die Bedingung, daß die erfte die legtern rechtwinklig durch⸗ 
fchneiven muß, bie beiden ©leichungen: 


-=-f@)=—- Fan), 


welche mit ven fünf Gleichungen: 
y =faı), y9=Flo), 
da, —ayı =c br —ayo =c, 
u a +0 —1 
zur Beſtimmung ver fieben Conſtanten: 
J Ri Vi- % yo a,b, c 
genügen. — 
Wenn die gegebenen Eurven: 
y=f@, y=F() 
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fo beichaffen find, daß jede Linie, welche auf der erften ſenkrecht 
ift, e8 auch auf der andern ift; fo find diefe Gleichungen nicht indes 
pendent von einander, und e8 bleibt mithin eine der Conftanten un- 
bejtimmt. — Im diefem Falle haben die ©renzeurven offenbar viefelbe 
Evolute, und das zwſchen ihnen liegende Stüd ver gefuchten Linie 
ift für jeden Punkt daſſelbe. — 


Beifpiel 2. 


67. Die Curve von ver Deichaffenbeit zu finden, daß fie durch 
Umprehung um eine gegebene Are die Eleinfte Oberfläche erzeugt. 

Wenn die Drehungsare zur Are ver x genommen wird, jo wirb 
bie Größe der- erzeugten Oberfläche durch 2rjyds ausgeprüdt; das 
zu einem Minimum zu machende Integral ift ſyds, und man bat: 


_,„ W_n u 
u 6 dy 
fo daß die Gleichung CC) jegt ift: 


1 1 
- = — — cos 
6 y° b, 
oder: 
E=— ysecß = — ycosec e. (a) 


Offenbar drückt ycosec« die Länge der Normale der gefuchten 
Eurve aus, welche mithin dem Krümmungshalbmeſſer gleich und von 
entgegengefegter Richtung ift, worin eine befannte Eigenfchaft ver Ket⸗ 
tenlinie befteht, die mithin bie gefuchte Curve ift. Die Gleichung 
verfelben ergibt ſich leicht auf folgende Weiſe. Wenn: 





1 1 
on y cosß 
ganz in rechtwinkligen Coorbinaten nr wird, fo ergibt fich: 
d’x d? , dx? 
a) +) =: Gr (b) 
Multiplicirt man biefe Gleichung mit Te — und ſetzt für: 
de de) 
ds ds? 


11 





feinen Werth: 
(3 d’y 2 
ds ' ds?) ’ 
fo erhält man: 
d’y 2 1 dr* 
(4°) y? de’ 
alfo : 
d’y_,1 da 1 dy? 
da? —y' de +, (tr 


Da der Krümmungshalbmeiler und bie Normale entgegengefette Rich⸗ 
kungen nase fo ift die Curve gegen die Are der z conver; folg- 








lich Y pofitiv, und da y ſtets pofitiv gefegt wird; fo ift nur 
das ber ere Zeichen zuläffig, und gibt: 
d’y _ dyꝰ d?y dy? 
NT ar I rar 1 


Integrirt man biefe Gleichung und fügt eine arbiträre Conftante bin- 
zu, fo erhält man: 


d 
y--=sı+a, 


und hieraus: 
y° — (6 4 0)? + b?, 

Quadrirt man die vorlette Gleichung und ſetzt 1-5 — — für 

fo findet man: 


— 


„de? 
gr Fa erdi=d; 


alfo: 
bds 


FEW FEFT 
woraus fich durch Integration ergibt: 
z+e=bi[s+a+Y[® +64 0*]], 


oder wenn man s--a eliminitt: 
zt.c=bjy+y(y?— b°)}, 
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oder enblich in zwecimäßigerer Form: 


=. Hr V/ 1). (c) 


Diefe Auflöfung enthält offenbar nur zwei arbiträre Conftanten; 
aber zwei andere fommen in den volfftändigen Werthen von x, y und 
4 als Functionen von s vor. ine verfelben wurde dadurch ausge- 
fchloffen, daß zwifchen ven beiden Fällen, wo die Länge der Curve 
gegeben ift, und wo fie nicht gegeben ift, unterfchieven werben 
muß, — und bie andere verfchwand bei ver Elimination von s. — 
Diefes letzte Reſultat war leicht vorherzufehen; denn va s felbjt we- 
ber in u, noch in der Bedingungsgleichung : 
dx? dy? 


— —f 


ds? ds? 





vorkommt, fo ift leicht einzufehen, daß die Data der Aufgabe fowohl, 
als das erhaltene Reſultat nicht geändert werden, wenn s + const 
für s gejegt wird. — Es war alfo zu erwarten, baß eine ber arbi- 
trären Conftanten in dem Enprefultate nur in Verbindung mit s vor- 
fommen, und mithin bei ver Climination s verſchwinden würde. — 
Wenn alfo die auf dieſe Weife hinausgefallenen beiden arbiträrenCon- 
ftanten in Rechnung gebracht werben, fo enthält die allgemeine Auf- 
löſung do vier folcher Conftanten, wie e8 nach bem allgemeinen 
Principe (S. 135) fein muß. — 

Um die arbiträren Conftanten zu beftimmen, wollen wir zunächit 
den Fall betrachten, wo die Grenzpunkte gegeben find. — Der Ein- 
fachheit wegen wollen wir annehmen, daß die ©renzwerthe von y 
einander gleich find, und daß die Are der y durch die Mitte ver 
Berbindungslinie der Grenzpunkte der Curve geht. — Alsdann ift: 


Y»=—Y, GT F- 


und da bie Gleichung ver Curve leicht auf die Form: 
y=3%b (mer + e”?) 


gebracht werben Kann; jo haben wir zur Beitimmung der Conftanten 
m und d die Gleichungen: 
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y=3%b (met + N) ’ 
53 1 : 
yı=yb(me 5 +), 
welche zunächlt geben m = + 1, wodurch fich jeve auf: 
y 4b (* + e?) 


reducirt, worin d offenbar pofitin genommnen werden muß. — Es 
ift leicht einzufehen, daß dieſe Gleichung nicht für alle Werthefuftente 
von y, und x, bejteben kann. — Wenn z. B. y=0, S a ift, 
wo a eine endliche Größe bebeutet; fo hat man bie unmögliche 
Gleichung: 


2a 
ee +1=0. 


Um die Grenzen zu finden, innerhalb welcher die Aufgabe möglich 
tft, wollen wir annehmen, daß der Werth von y, gegeben fei; d.h. 
man fol zwei gleiche Kreife, deren Ebene auf der Verbindungs⸗ 
linie ihrer Mittelpunfte ſenkrecht ift, durch eine Rotationsfläche ver- 
binden, veren Flächeninbalt ein Minimum tft. — Wenn ber gegen- 
feitige Abftand dieſer beiden Kreife eine gewifje Grenze überfchreitet, 
fo geftattet die Aufgabe Feine Löſung — d.h. z, kann für einen ge⸗ 
gebenen Werth von y, ein Marimum haben. — Sebt man nämlich 
z=r,y=y und m=1 in (c), fo erhält man: 


” 2 
evt) 
und wenn man x, = my, Yyı —nb ſetzt; fo bat man: 


m=!n-+Ym- 1}, 


worin m en Marimum werben muß. — Differenzirt man alfo, 
und fett dm = 0), fo findet man: 





n n 
Zn in t/Y@— N}, Mm 7m? N 
Die erfte dieſer beiden letzten Gleichungen gibt nahezu n = 1,8; 
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folglich ift nach ber ziveiten 21 _— =yY(n?— 1) = 1,4968. 
Wenn man alfo durch ben infangspuntt ber Coordinaten zwei Ge⸗ 
rabe zieht, welche mit ver Are der x Winkel bilden, deren trigono- 
metriſche Tangente = 1, 4968... ift, d. h. Winkel von nahezu 720 20'; 
fo geftattet vie Aufgabe feine reelle Auflöfung, wenn die Grenzpunkte 
der gefuchten Curve zwifchen dieſen Geraden und der Are ver x lie- 
gen. — 

68. Wir wollen nun unterfuchen, ob bie gefundene Auflöfung 
den übrigen Bebingungen eines wirklichen Minimums genügt. — 
Da die allgemeine Auflöfung vie Form bat: 


1 & i _ı& 
v=za(aen + ce], 


jo hat man, went für c1, (2 reſp. a,b geſetzt wird: 


2-5 =; (de — *)—zu(ber — ze €), 
»- ws rei); 


folglich (©. 98): 
u=0 (de° + 4.) +(o- c, =) (dee), 
a) tz): 
oder wenn man für db feinen Werth jebt: 


u=(, e@+.*)+(0 0 =) (ee), 


i a\ /* „E 
2a) le ter). 
Hierans erhellet, daß Fein enplicher Werth von = ber ©leichung: 
du 


—=» 


(d) 
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genügen Tann, und mithin bleibt die zweite Variation endlich, wenn 
man C, und Cz fo beſtimmen Tann, daß uw zwifchen ven Integra⸗ 
tionsgrenzen nicht verfcehwindet. — Für u=0 bat man: 


= ee — — (e) 


fo daß die Eriftenz eines Kleinften Werthes des gegebenen Integra⸗ 
les von der Möglichkeit abhängt, ven Werth von Ge fo anzunehmen, 


daß fein zwifchen den Integrationsgrenzen liegender Werth von x ber 

vorhergehenden &leichung genügt, was unmer möglich ift, wenn nicht 

bie rechte Seite der Gleichung (e) innerhalb der Integrationsgrenzen 

fueceffive alle möglichen Werthe zwifhen —o und +oo annimmt. — 
Setzt man: 


z £ 


ee —es 


ı. —. ze, _i\’ 
(er) (+) 
jo iſt fr a=0 auch X==0; bei zunehmenden pofitiven Wer- 


then von x nimmt X negativ zu, und wenn = einen Werth x’ er- 
reicht, welche ver Gleichung 


= (& 7) - (@+.*)=0 M 


genügt; fo wrd X=— o. Tür negativ zunehmende Werthe von 
x nimmt X pofitiv zu, und wenn — einen Werth erreicht hat, wel- 
cher dem Werthe z’ gleich und entgegengefegt iſt; ſo iſt X=-+w. 
Wenn es alfo zwifchen ven Imtegrationdgrenzen einen Werth von x 
gibt, welcher ver Gleichung (f) genügt; fo ift e8 nicht möglich, ven 
Bedingungen der Jacobi'ſchen Theorie zu gemügen, und folglich 
werben bie Grenzen, zwifchen welchen ein Minimumswerth ver ge- 
gebenen Integrales möglich ift, gefunden, wenn man biefe Gleichung 
für x auflöft. — Aber nach dem Frühern (©. 164) ergibt fich leicht, 
daß dieſelbe Gleichung die Grenzen beftimmt, innerhalb welcher es 
möglich ift, den verfchievenen Bedingungen zu genügen, welche vie 
Gleichung: | 


X= 
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eU=O 


liefert. — Der Grund hiervon erhellet leicht aus ver Schlußbemer- 
fung zu Nr. 52; denn wie dort gezeigt worden, werben bie Gren- 
zen, zwifchen welchen e8 möglich ift, den Bedingungen ver Ia- 
cobi’fchen Theorie zu genügen, gefunden, wenn man die Punkte 
beftimmt, wo zwei Wurzeln der Gleichung, welche die gefuchte Curve 
beftimmt, einander gleich werden. — Da aber im Allgemeinen zwei 
Wurzeln einer Gleichung einander gleich werben, wenn fie vom 
Neellen zum ISmaginären übergeben; fo ift ver Grund ber Iden⸗ 
tität der erwähnten ©leichungen leicht einzufehen. — 


Beifpiel 3. 


69. Eine Curve von gegebener Länge und folcher Befchaf- 
fenheit zu finden, baß fie durch Umdrehung um eine gegebene Are 
eine Oberfläche von dem klein ſten Blächeninhalte erzeugt. — 

Nach dem früher (S. 155) Geſagten ift Har, daß ſich die Auf- 
(öfung diefer Aufgabe ganz einfach aus ber ber vorhergehenden ergibt, 
wenn man nur y+ e für y jegt, wo c eine neue willfürliche Con⸗ 
ftante ift. — Dies gibt: 


un tete 


ſo daß die geſuchte Curve eine Kettenlinie iſt. Die Gleichungen, 
welche die arbiträren Conſtanten beſtimmen, ſind dieſelben, wie in dem 
vorhergehenden Beiſpiele, wozu noch bie Bedingung wegen ber gege- 
be nen Länge ber Eurve kommt. — 


Beiſpiel 4. 


70. Wenn u eine homogene Yunction der Coorbinaten x, y 
ift, die Curve zu finden, welche das Integral: 


Suds 


zu einem Minimum madt. — 
Obgleich vie vollftändige Integration ver Gleichung (C) ohne 
nähere Beitinunmung der Form der Function ge nicht möglich ift, fo 
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kann man doch aus ver allgemeinen Gleichung folgende geometrifche 
Eigenfchaft aller Curven dieſer Klaſſe herleiten. 
Es fei ACA’ (Fig. 4) die Curve, deren Gleichung: 


u = const. 


it, und MPM’ vie Minimumscurve, O der Anfangspunft ver 
Coordinaten, OL parallel zu ver Tangente in C, PN die Normale 
ber Curve MPM’, und m ber Grad der homogenem Function u; 
jo iſt: 

PN= — me. 


Sind ferner &, y; 2%, Yı5 ©, y' rejp. die Coorbinaten der Punkte 
P,C,N, Io ift; 


z—.ı y—y 


cosa = cosD = 
PN 9 6 4 








und wenn man dieſe Werthe in die Gleichung (C) ſubſtituirt; fo er⸗ 
hält man: 


au |, du ‚a du 
E u u PN " 


Wenn g, ber Werth von u nach der Subftiuttion von z,, y, für 
z, y ft, jo hat man, weil ON zu der Tangente in C parallel ift: 





‚dd _ 
En, +y av 0. (b) 


Da aber u eine homogene Function iſt, fo ift offenbar: 


du; du _ dm dw, 


— 


dr, dy dyı "dx ’ 





und folglich kann die Gleichung (b) auf bie Form: 
‚du de 
& dr + y dy — 0 


gebracht werden. Weiter ift nach dem belannten Euler’fchen Theo⸗ 
reme über die homogenen Tunclionen: 
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a, ,de_ 
ru yr 


und bies in Gleichung Ca) fubftituirt, gibt: 


1 m 
Oo m PN==— me. *) 


Aufgabe II. 
71. Die Curve zu finden, für welche das Integral: 


Jude + u'dx), 


worin u, mw gegebene Sunctionen der Coordinaten z, y find, zu einem 
Marimum, oder Minimum madt. — 

Aufl. Wenn man dafjelbe Verfahren, wie bei ver vorhergehen⸗ 
den Aufgabe anwendet; jo kann das gegebene Integral auf die Form: 


ut )4 


gebracht werben, und bie Gleichungen (A) auf ©. 130 werben in 
dieſem Balle: 


d de dw 
rar: 
4 148 ee *. 


Multiplicirt man dieſelben wieder reſp. mit * und addirt die 
Produkte, ſo erhält man: 
de de _ du ‚de (di de | du 
de ' de’ ds dx’ ds dy de)’ 
oder wegen: | 
du _ dw dı , dw dy 
ds dx’ ds | dy' ds 


*) Bergl, Note C. 
11* 
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auch: 
Ä ad du 1 


de a’ 
wo die Conftante aus dem in Aufg. I angegebenen Grunde binweg- 
gelafjen ift. Subftitwirt man viefen Werth und verfährt wieder wie 
früher, jo findet man: 


1_ 1 du 
58 „(cosa 22 + co os SH +, (A) 


Wenn die Örenzpunfte der gefuchten Curve auf zwei gegebenen 
Eurven liegen müffen, fo ift leicht einzufehen, daß biefe Punkte durch 
bie ©leichungen: 


wı + kı (2) + KM, —— =(, 
Bot (I ), + rom (2) = 0 


beſtimmt werben, indem bie Gleichungen ber Grenzcurven wieber find: 
dyı = m, da,, dyo = modıo. 


Wenn @,, @o die Winkel bedeuten, unter welchen die gefuchte 
Curve ihre Grenzcurven fehneivet, und 61, 60 die Winkel, welche vie 
Zangenten an den Grenzcurven in ven Durchfchnittöpunften mit ver 
Are der x bilden; fo können die vorleßten Gleichungen offenbar auf 
die Form: 


kı 6080, + wı c080, = 0, 


Ko C0809 4 WoC080o + 0 
gebracht werden. — 


(B) 


Beiſpiell. 


72. Zwiſchen zwei gegebenen Punkten, oder Curven eine Curve 
von gegebener Länge zu beſchreiben, welche fo beſchaffen iſt, daß bie 
zwifchen ihr und ihrer Sehne liegende Fläche ein Marimum ie — 

Dieſe Fläche wird offenbar ausgedrückt durch: 
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[, "de — yı + yo) (&ı — 20), 


und das Integral, welches nach der allgemeinen Auflöfungsmethope 
ifoperimetrifcher Probleme zu einem Marimum zu machen ift, ift: 


JCydæ — ads). 

Es ift alfo jet u= — a, W =y, und mithin: 
1 = i = const, 
e {a 


Die gejuchte Curve ift alfo ein Kreis. 
Das allgemeine Integral der Gleichung: 
0 4 

iſt bekanntlich: 

eb? +(y— O?=a? 
und enthält drei willfürlihe Conſtanten. Wenn die Enbpunfte der 
Curve gegeben find, fo werben biefe Eonftanten durch die drei Glei⸗ 
chungen: 

(v. - b) 4 (. - = a?, 

(0 — b)* + trd?=aut 
und: 


(2 - 5) - y)’= a?sin?} ” 
beitimmt, wo o bie gegeb ene Länge des Kreisbogens bedeutet. — 
Wenn die Endpunkte ver gefuchten Curve auf gegebenen Curven 


liegen müffen, fo find die Gleichungen, welche ber von ver Aenderung 
ber Grenzen herrührende Theil der Variation gibt, folgende: 


d 
e(E) + alöyı =0, 





ſy a =) - 20 +)! dx, — 





Is -a 55 24 —2 dæo — (+ ya — zo)! dyo —=0, 


und wenn die Gleichungen der Grenzcurven wieder find: 
dy, = m, dx, dyo = modæo, 
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fo werben bie vorhergehenden Gleichungen wegen: 


dy =m,Ör,, dyo = MoÖro 





offenbar: 
(Yyı — Yo) — yzm (Hr — ro)=a Z)tm (2) 
z(Yyı 0 zmı (4 0 ds), 175 ı 
_ — 1, 8 dy 
yo) -ImHn=x)=a 7, mo FR 





Um dieſe Gleichungen geometrifch zu interpretiven, feien P,, P, 
(Fig. 5) die Endpunkte der Curve, O die Mitte ihrer geraden Ver— 
bindungslinie und ?, Ti, PoTo Tangenten an den ©renzcurven in 
ven Punkten P,, Po; jo bat man für die Perpendikel Op, Op, aus 
O auf diefe Zangenten: 


Op, = pi (Yo — Yyı) — 3 m, (to — 7%) 


y( + m?) ’ 
20 — Yo) — mo (X, — Tu) 
Op = y(i + MO” 2) 


Ferner fei C ver Mittelpunkt des Kreifes und Cr, Crxo feien Ber- 
pendikel aus bemfelben auf die Zangenten P, Fi, PoZo; To ift offenbar: 


m) 


sin CP,r ı= — rm 
at) 
sin CGPoxo — — 2 


 Ya+md) ° 
und die Gleichungen (a) werben folglich: 
Op, = CPı sin OPım, = Ca, 
Op, = CPosin CPom, = ORo- 


Diefen Gleichungen zufolge fallen entweber die Punkte O und C zu—⸗ 
jammen, ober vie Zangenten P.Ti, PoTo find parallel un OC. — 
Im eriten Falle ift ver Abfchnitt offenbar ein Halbfreis — und im 
zweiten Galle find die Zangenten P. Tı, PoTo ſenkrecht auf ver ge⸗ 
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raden Verbindungslinie P, Po der Endpunkte, deren Länge folglich 
felbft en Minimum ift. — 

Wenn die ganze zwifchen der Curve, den Grenzorbinaten und 
ver Are der x liegende Fläche ein Marimum werben ſoll, ſo iſt 
der zu einem Maximum zu machende Ausdruck blos: 


| " ydr — ads), 
79 


indem das Glied: 
(yo + Yı)lıı — To) 


hinweggelaffen wird. — Die allgemeine Auflöfung ift demnach wieder 
biefelbe, wie früher, ausgenommen was die Grenzbebingungen be- 
trifft. — 

Wenn wvie Grenzpunkte der gefuchten Curve gegeben find, fo wer- 
den bie arbiträren Conftanten wieder wie im vorhergehenden Falle 
durch Subftitution der gegebenen Größen zo, Yo; 21, yı in bie all- 
gemeine Auflöfung gefunden. — 

Wenn die Enppunfte ver gefuchten Curve auf zwei gegebenen 
Curven liegen müſſen, jo werben bie Gleichungen (B) in Nr. 71 of- 
fenbar: 


4C08@, == yı cos Oi, 
AC039 = Yu C08 00. 


Wenn blos die Grenzwerthe von x gegeben find, d. b. wenn 
bie Grenzcurven gerade, auf ber Are der x ſenkrechte Linien find; 


jo ift: | 
80, =0, cal 0, 
unb die erfte der vorigen Gleichungen gibt entweder: 
06089, =(0, oder Jj. o. 


Läßt man den letzten Werth, für welchen die geſuchte Fläche unen d⸗ 
lich wird, unbeachtet; ſo hat man: 


au cos o. —=(), 
und ebenſo: 
au cos oo =. 
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Aber es ift leicht einzufehen, daß dieſe Gleichungen nicht möglich find, 
und mithin die betrachtete Fläche Tein endliches Marimum geitattet. 
— Diefer Fall ift auch ſchon früher (Kap. 3 S. 55 u. 71) als ein 
Ausnahmefall der allgemeinen Theorie ver Marima und Minima 
angemerft. — 

73. Als einen mehr allgemeinen Fall wollen wir noch ven be- 
trachten, wo zwifchen zwei. gegebenen Curven eine Curve von gegebe- 
ner Länge und folder Beichaffenheit befchrieben werben foll, daß bie 
zwifchen ihr und einer andern, durch biejelben Enppunfte gehenden 
Curve einer gegebenen Art liegende Fläche ein Marimum wird. — 

Die Gleihung der zweiten Curve ift offenbar von ber Form; 


y=F(z, ro, 2); 
bie von beiden Curven eingefchloffene Fläche wird ausgedrückt durch: 
Sy - F(a, x, zı)l dr, 
und ber zu einem Maximum zu machende Ausprud ift: 
Slly—F@, x, zı)}de — ads], 
ober wenn man [Flx, zo, 2) de= Fı(z, 20, 21) Sekt: 
Styaxr - ads) — Fı(&ı, 20, ©) + Fı (X0, Zo, 21). 


Da alfo bie unter dem Integralgeichen ftehende Größe wieder dieſelbe, 
wie früher ift, fo ift offenbar auch die Differentialgleichung ver ge- 
fuchten Curve biefelbe, und mithin Ießtere ein Kreis. — Was bie 
außerhalb des Integralzeichens ftehenden Gliedee betrifft, fo bat ınan 
zunächſt die von [(ydx — ads) herrührenven Glieder: 


dy dx 
Yyı dr, — (2) 9 + ( 2) 88] ⸗ 
— y820 + &e. 
und es bleiben folglich nur noch bie von: 


2 
F CGi, ao, ai) — 0) = — [. Fix, 20, 2) de 
so 


berrührenden lieder zu unterfuchen übrig. — 
Setzt man nun: 
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u WO 
u= [£ F(z, zo, 21)dz, 


fo hat man: 


du 


1 dF 4ær 
FF =— F(ao, To, %ı) +[, 


5* 


du a dF 
— F(& , 209%). +[, u, 


Da aber die gegebene zweite und bie gefuchte Curve durch biefelben 
beiden Punkte (20, %0), (21, 91) gehen, fo ift offenbar: 


Y= Fir u I), 


y =Fla, 0 X); 
folglich: 


Die Totalvariation von u ift daher: 


Gebr, a „98 =(- Yo +[" gr 7, 12)? 46 J —2* 


Fügt man dieſelbe zu den ſchon gefundenen Gliedern hinzu, und ſeizt 
bie ſich auf jede Grenze beziehenden Gliederaggregate = 0; fo erhält 
man: 


(2), oͤyo 63) 4— ar de 300 =0, 


dt 0 


tete 


ober wenn bie Gleichungen ber Grenzcurven wieder: 





dy ⸗ modæo- dyı = mıdı, 
CAR et 
na —A 


find: 
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Wenn dieſe Gleichungen durch Einführung ver Winkel o,, ©, ; Oo, Oı 
wieder wie in ber allgemeinen Aufgabe transformirt werben, jo er- 
hält man: 


ı dF 
— 4520 
au cos @9 coco 860, 
ac0s0, + 0028: |, ‚ar dr =0 
ER dr, 


DBeifpiel 2. 


74. Unter allen über einer gegebenen Baſis AB (Fig. 6) be- 
fchriebenen ifoperimetrifhen Curven bie Curve ACB zu finden, 
welche fo bejchaffen ift, daß bie von einer zweiten Curve AC’B, deren 
Ordinate eine gegebene Function der entjprechenden Ordinate der er⸗ 
ften ift, eingefchloffene Fläche ein Marimum wird. *) — 

Wenn Y die gegebene Function ift, jo wird die zu einem Mari- 
mum zu machenve Fläche offenbar ausgebrüdt vuch: 


[7 Yar; 
70 
folglich ift in ver allgemeinen Gleichung von Aufg. II offenbar: 


an u=—-awW=Y, 
und mithin: 
| I _1.ar 
oe a’ dy’ 
oder wenn man für o feinen Werth als Function von z, y fegt und 
integrirt: 
1 Y 


ve+& ar 
Hieraus ergibt fich leicht: 
dr ) ds 


vVI-@+t 


*) Dies ift der erfte Hall des berühmten ifoperimetrifchen Problemes von 
Iac. Berwoulli. — 
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und folglich: 
— + c 


Va" 


woraus fich die Gleichung der gefuchten Curve ergibt, fo bald bie 
Form der Function Y bekannt ift. — 

Wenn Y=y ift, fo find die beiden Curven ACB, AC’B iven- 
tifch, und man kommt wieder auf Beifp. 1 zurüd. — 


Beifpiel 3. 


75. Eine Eurve von gegebener Länge und folcher Befchaffenheit 
zu finden, daß das Volumen des durch ihre Umbrehung um eine 
gegebene Are erzeugten Notationskörpers ein Marimum ift. — 

Dar diefes Bolumen bekanntlich durch zfy?dr ausgevrüdt wird, 
jo ift das zu einem Maximum zu machende Integral: 


[= 


wo a eine willkürliche Conftante ift. — 
Es iſt alfo jekt; 


d d 
u=.a®, 70 1 ? W=y?, = 


und bie Gleichung (A) wird folglich: 


Der Krümmungshalbmeffer ver gejuchten Curve ift alſo der Ordinate 
berfelben umgefehrt proportional. — Ein erjtes Integral diefer Glei— 


hung ergibt fih, wenn man für r feinen Werth: 


MP __.pdp 
dx dy 


— — 0 — — 
(-+p9)? (1-+p9% 
12 
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fest, wo p =  ift. Auf dieſe Weiſe erhält man: 





___Pdp __ 2ydy 
Ad+r% 
ober wenn man integrirt unb eine willkürliche Conſtante hinzufügt: 


1 2—b2 


(1?) ‚a? 
Die weitere Integration biefer Gleichung ift offenbar nicht thunlich. — 


* 


Beiſpiel 4. 


76. Eine Curve von ſolcher Beſchaffenheit zu finden: daß die 
O berfläche des durch ihre Umdrehung erzeugten Körpers einen gege- 
benen Inhalt bat und das Volumen deſſelben ein Marimum ift. 

Das in biefem Balle zu einem Marimum zu machende Inte- 
gral ift offenbar: 

Sly?dz + ayds), 
wo a eime arbiträre Eonftante tft, und folglich hat man jet: 
_ u Bo B_, von W_ 
v=ay, 9 yo =y, 3 


Die Gleihung (A) wird folglich: 

conß. 
y 7 

alſo, weil die Normale n = Isec ß iſt: 


1 2 1 
te 


_i1_? 
oe a 


oder: a 9 
one 

Da nun oe und n bie Hauptlrümmungshalbmefier in jenem 

Punkte der Rotationsfläche find, jo drückt dieſe Gleichung die Eigen- 

[haft aus: daß die Summe ber Krümmungen in jebem Punkte 
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der Fläche diefelbe ift, und wir werben fpäter fehen, daß fich 
biefe Eigenfchaft auf einen allgemeinern Fall bezieht. — Es ift leicht 
zu zeigen, daß für ein wirkliches Marimum a negativ fein muß. 
— Denn wenn das urfprüngliche Integral auf die Form: 


JSvaz—=fiy? tayyli +p’)l de 
gebracht wird, jo bat man: 
V___0 
2’ dtp _ 
Soll nun das Integral ein Marimum werben, jo muß biefe Größe 


negativ fen, und da y fowohlals YA + pP?) poſitiv iſt; ſo muß 
a negativ fein. — Sest man alfo — a ftatt + a, fo hat man: 


1,1 _2 
or n — a’ 
oder wenn für m - ihre vefp. Werthe: 
__ pdp 4 
— HI, wit 
(1+27°)%’ 
gefeßt werben, und endlich mit ydy multiplicirt wird; fo findet man: 


a __ mp _uy 
yvi+pr’) (i-+-p9r a 


Integrirt man dieſe Gleichung und fügt eine willkürliche Conftante 
binzu, fo erhält man: 
y’+e 


J — 
VEPV a 
Dieſe Gleichung kann im Allgemeinen nicht weiter integrirt werden. *)— 
Wir wollen aber annehmen, daß die Oberfläche eine gefchloffene 
ift, d. h. daß die Endpunkte der Curve, durch deren Umdrehung fie 
entfteht, auf ver ‘Drebungsazre liegen, over daß die erzeugende Curve 
eine geſchloſſene tft und ganz auf einer Seite ver Are ver x liegt, 
fo daß eine ringförmige Fläche entſteht. — In dem letzten Falle 
muß p offenbar für poſitive Werthe von y alle Werthe zwiſchen 


*) Bergl. Note D. 
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— co und + wo durchlaufen, und wenn 9 den Winkel beventet, wel⸗ 
chen die Tangente in irgend einem Punkte mit der Are der x macht; 
fo Tann die Gleichung: 

Y _NVte 
yi-+p»?) a 





auf die Form: | 
y?— aycsed+c=0 


gebracht werden. Da aber beide, vemfelben Werthe von 9 entfpre- 
chende Werthe von y pofitiv find; fo muß c offenbar wejentlich po- 
fitio fein — und weil die Eurve gefchloffen und von enblicher 
Krümmung ift; fo muß der Winkel 4 durch alle Werthe von 0 bis 
2 gehen. Es muß aljo wenigftend zwei Punkte der Curve geben, 
für welche cos4 = 0, und folglich: | 


"”+e=0 


ift, welche Gleichung aber nicht möglich ift, wenn c wefentlih po- 
fitiv iſt. — Die Gleichung: 

_ 9 __YVrte 

vi?) a 
kann folglich Leine gefchlofjene, ganz auf derſelben Seite ver Are ber 
x liegende Curve ausprüden — und wir müffen alfo annehmen, daß 
beide Enppunfte der erzeugenden Curve auf der Are ber Umprehung 
liegen. — Alsdann muß das Integral diefer Gleichung fo befchaffen 
fein, daß e8 den Werth y=0 geſtattet; aber da YI + 2 niemals 
verſchwinden kann, fo kann diefe Bedingung y= 0 nur erfüllt wer- 
den, wenn c= 0 gefegt wird. — Alsdann vebucirt fich die Gleichung 
auf: 

| yyi+p’)=a, 
woraus folgt: | 
ydy 
de = ——— , 
Y(a® — y°) 

und durch Integration: 

ct) +yY=ar, 
b. h. die Gleichung eines Kreifes, deſſen Mittelpunkt auf ver Rota⸗ 
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tionsare Liegt. — Die Kugelfläche ift mithin bie einzige gefchloffene 
Rotationsfläche, welche die Eigenfchaft hat: daß fie bei einer gege- 
benen Flächengröße das größte Bolumen einfchlieft. — 
Diefelben Schlüffe find auch noch in der Vorausfegung anwenb- 
bar, daß nur ver eine Enbpunft der erzeugenven Curve auf ber Ro- 
tationsare liegt. — Wenn alsdann verlangt wird: über einent gege- 
benen Kreiſe ein geſchloſſenes Segment einer Rotationsfläche zu be- 
Schreiben, welches bei einer gegebenen Oberflächengröße das größte 
Bolumen einfchließtz fo ift die gefuchte Fläche wieder eine [phärifche, 
— In beiden Fällen wird der Halbmeffer R der Kugel offenbar durch 
die gegebene Größe S der Oberfläche beitimmt. — Im erjten 
Valle der ganzen Kugel ift: 


8 
R’ = Am’ 
und wenn im zweiten Falle » ver Halbmeſſer des Kreifes ijt, über 
welchen das Kugelſegment befchrieben werben fol; jo findet man 
leicht : 
8 
dr 


gr? 





Wenn nicht dieſer Kreis, fondern blos ein Durchfchnitt einer gewiſſen 
Rotationsfläche gegeben ift, d. h. wenn das eine Ende der erzeugen- 
ben Curve auf einer gegebenen Curve liegt, fo wird bie erfte der 
Sleihungen (B) in Nr. 71 offenbar: | 


ay, C08@, = yı? cos, 


und gibt entweder y, = 0, oder acoswm, = Yı cold. — Das erfte 
dieſer Refultate bedeutet: daß beide Endpunkte der erzeugenpen Curve 
auf der Rotationsare liegen, fo daß man eine ganze Kugelfläche er- 
hält, und das Volumen verfelben ein abfolutes Marimum ift. — 

Um das zweite Reſultat geometrifch zu interpretiven, fei BA 
(Fig. 7) die Rotationsare, PA die Grenzeurve, P, ihr Durchſchnitts⸗ 
punkt mit dem erzeugenvden Kreife, C der Mittelpunft des letztern, 
P,N vie Normale und P,Y die Ordinate der Grenzcurve im Punkte 
P, ; fo Hat man wegen ©, = CPıN,, 0, = YPıN offenbar: 
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- deutet, und a—= pe) iſt; Die Curve zu finden, welche jmde zu ei- 
nem Marimum, over Minimum madt. — 

Aufl Wenn wir wieder die Lagrauge'ſche Methode anwen⸗ 
ben, fo haben wir: 


Net (G- ed ay )uso; 


aber wegen: 





u—95 (0) 
und: F F 
— * — 
o? = ds? ) +(53 
tft: 


__d dr d’ör , d’y d’dy 
=, = — ao? (7 ’ ds? ds? ° ds? J’ 








wenn au = u gefeßt wird. — Hiernach geben bie unter dem In- 











de 
tegrafzeichen ſtehenden Glieder offenbar die Gleichungen: 
2. 
d?. wo? —— d.ı de 
de + ds _ 0 
ds? de 
1 (A) 
dꝰ. wo Ey a. 
ds __ 0, 
ds? ds 
woraus ſich Durch Integration ergibt 
d’x 
03 _—__ 
d Wo ds? ds a 
ds de 
5. dꝰ 
8_ _4 
4.0 "de? dy_, 
ds ds 
ober: 
d’x d. be 
— — 24 ds? ° + 
\ (B) 
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Multiplicirt man dieſe beiven Tetten Gleichungen reſp. mit a = 
und fubtrahirt die Probufte, jo erhält man: 
fa x = ‚ay TR UCHE d’z_ dr d’y -a dy_ „de de 
ds’ ds® des’ ds ds ds? de‘ ds? ds ds’ 


Integrirt man nochmals und fügt eine willfürliche Conftante Hinzu, 
fo finvet ſich: 


7 
—— —28 — 
ν α3e, 


oder wegen: 
1 _ d’z dx diy " 
eo % s’ de? ds’ de (e) 
endlich: 
wge=ay—bx-+e. (C) 


Ehe wir weiter gehen, wollen wir zeigen, wie bie Conftanten 
a, b, c beftimmt werben. — 
Wenn die Grenzpunfte der Curve gegeben find, fo daß man 
bat: | 
ou —=0 y=—I, In=0, dt, 


fo find die außerhalb des Imtegralgeichens bleibenden Glieder: 


’ (Er ddr , d’y döy 
BT ar a ),’ 





d’r döx , d’y döy 
‚_ g[e EX a0r doy 
oooꝰ 53 de ds?’ ds 





döy 


und wenn man eine der Variationen, 3. B. (= J aus dem er⸗ 


ſten Ausdrucke mittelſt der Gleichung: 


rt 


fortfchafft; fo erhält man: 
dy d’z dx d’y 
j ds’ d® de’ ds =), ı (22) 
) 


wıßı 


12* 
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w10ı? ae) 
[0% 


Da nun (2 2) nicht unendlich werden Tann, fo Tann biefes 


Glied nur verfchwinden, wenn man w', 0% = 0 fest — und ebenfo 
ft W000. Dies gibt: 


ay, ba, +c= 
a—bunte=0, 


oder wenn (zo, Y0) als Anfangspunft und die gerade Verbindungs⸗ 
linie der gegebenen Punkte zur Are der z genemmen wirb: 


b=0, c=U. 
Die Gleichung (C) wird demnach: 
wo?’= ay. (BE) 


Da u, und folglich auch w, eine Function von o ift, fo gibt biefe 
Gleichung den Werth von o als Function von y. — Hieraus fchlie- 
gen wir: Die ebene Curve, welche fpLlo)ds, zwifchen zwei 
gegebenen Bunkten genommen, zu einem Marimum, ober 
Minimum macht, ift fo befchaffen: daß alle Punkte von 
gleiher Krümmung von der VBerbindungsgerapen ihrer 
Endpunkte gleichweit entfernt find. — Und da bie Gleichun- 
gen (D) gleicherweife jtattfinden, dieſe Punkte mögen gegeben fein, 
oder nicht; fo ift Leicht einzufehen, baß dieſes Theorem auch noch 
ftattfindet, wenn zwei fefte Curven für bie feiten Punkte fubjtituirt 
werben. — 

Um vie Sleichung der Curve in endlicher Form zu erhalten, 


werde (E) für > aufgelöft, und erhalten: 


ober wegen (a): 


(D) 


=}, 


t 
e 
2 *2 1 4 
Wird alsdann für — ſein Werth: 
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pap 
ay 
d+r°’% 


gefegt und integrirt, fo erhält man: 


— 


1 
var ante 
folglich: 
(Y, + O)dy 
vyt-cah+o?}’ 


und daher ift die gefuchte Gleichung ver Curve: 


— (Y, + e)dy 
Hr meoHoT D 
Die Conjtanten e, f werben durch die Bedingung beftimmt, daß y 
fr =0, = x, verfhwinden muß, während die noch übrige 
Conftante a von der Länge der Curve abhängt. 


Wenn bie gefuchte Curve nicht durch zwei fejte Punkte, ſondern 
durch zwei feite Curven begrenzt wird, deren Gleichungen find: 


dt = 


dy, = m, da,, dyo = modæo; 
fo gehen bie von den Bariationen dr,, dyı abhängigen Glieder : 


d’x ‚„ d’ı 
—— er), 
ds ds) ds ds), — 


d’r | ‚3 dY | 
[MACHE er ee), 
ds de), m ds aa) |» 


und vebueiren fich wegen ver Gleichungen (B) auf: 


(a + m, b) ör, 
Es ift mithin: 
a+tmb=0; 


aber wenn bie DVerbindungsgerade der Endpunkte zur Are der r ge 
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nommen wird, fo ift 5=0, und da nit a= 0 fein Tamı; fo muß 
m, =» fein, und ebenfo ergibt ſich mo = wo. — Die Verbindungs- 
gerade ber Endpunkte der Curve ift mithin ſenkrecht auf ven Tan⸗ 
genten der Grenzcurven in den Durchfchnittspunkten. — Hieraus 
folgt: Die ebene Curve, welche das zwifchen ihren Durch— 
ſchnittspunkten mit zwei gegebenen Eurven genommene 
Integral fp(o)ds zu einem Marimum, oder Minimum 
macht, ſchneidet dieſe Curven in zwei Bunkten von folder 
Beſchaffenheit, daß der gerablinige gegenfeitige Abſtand 
berjelben auch ein Marimum, oder Minimum ift. — 

Wem die gefuchte Curve die Grenzcurven berühren muß, fo 
verſchwindet in biefem alle feine der Variationen: 


ör,, Ööyı> (25). —— Ze), Öro, Öyos (7 2). ( 


und die außerhalb des Integralzeichens ſtehenden Glieder geben 
offenbar die beiden Gleichungen: 


d’r dor , d’y döy 





aöz, + bdy, + W101? ds? tr —. 0, 
d? ddr .d?’y dö ( 
N L x 
adızo +bdyo + W000’ ds de * Th, =. 
Sind nun: 
y-fi@) y=fol). (b) 


pie Gleichungen ver Grenzcurven, fo bat man, weil fie vie gefuchte 
Eurve berühren fol: 


de © 


und ba die Gleichungen (b), (c) immer ftattfinden follen, wie bie 
Curve auch varlirt werben mag; fo folgt aus ven Gleichungen (b): 


= (2) ‘2, p= (32) 920, (d) 
und aus (c): 











GEOIZECHITE 
„(DH 
3) (5) 4*68 9) 9 


(er, 


und wenn man bie Sleichungen (e), (f) für: 
auflöſ't; fo findet man: 
dr) — WE), -— 56 (=) 

at ,@). 

dꝰef, 
(= (@) ea An da, = ==) (Fi ) ia (@ 
ds 
(F Er = &c., (2), = == &c. 

Eliminirt man —* die Variationen: 


(2), (E), ). (ee, 


aus den Gleichungen (d) und (g), jo findet man: 
er, (a, 
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oder wegen der Gleichung (C) auf S. 185: 





2 
a+2( en —ba +0) d zz) 
(h) 


nal) a 


Um biefe Gleihungen geometrifch zu interpreticen, fei AB (Fig. 18) 
bie Gerade, deren Gleichung ift: 


ay -bitc=(, 


P, ber Punkt (z,, yı), Pı N, die Normale der Grenzcurve, r, ihr 
Krümmungshalbmefjer im Punkte 2, und Pp, ein Perpendikel auf 
AB; ſo bat man, weil fich die Curven in ?, berühren: 


(a? + 5?)cos N, Pıpı =a(5 5) rb G we), 


Yv(@ +59 Pp =ay bau + es, 


1_ - (58) (5) 
nn 
Setzt man diefe Werthe in bie erfte der Gleichungen (h), fo erhält 
man: 
r, = = Pıpısec N Pr = —PıNı 
und ebenfo iſt: 
IT Fopo sec NoPoPo — — PoMNo. 


79. Che wir dieſen Satz auf ſpecielle Beiſpiele gnwenden, müſſen 
wir die in Nr. 23 angegebene Bedeutung der Berk: „Darimum‘ 
und „Minimum“ wieder in Erinnerung bringen. — Diefe Worte 
beveuten nicht abfolut größte, oder abfolut Eleinfte Werthe, 
fondern nur Werthe, welche größer, over Fleiner find, als alle 
andern Werthe, welche durch eine unendlich kleine Aenverung in 
irgend welchen ber veränberlichen Elemente erzeugt werben können. — 
Wenn alfo bei einer Aufgabe 3. B. die Krümmung in Betracht 
kommt, fo ift wohl zu bemerken: daß die Curve, welche die Varia⸗ 
tionsrechnung als Auflöfung gibt, nur mit Curven verglichen wer: 
ben muß, welche aus ihr ohne eine plögliche Aenderung ver Krüm⸗ 
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mung bergeleitet werden können. — Wenn man aljo durch vie Gm 
riationsmethode als Auflöfung einer folchen Aufgabe eine Curve 
gefunden bat, welche zwijchen ben betrachteten Endpunkten Teine 
Spige hat; jo würbe biefe Auflöfung deshalb nicht umrichtig fein, 
wenn jich eine Curve mit einer oder mehrern Spigen zwifchen ihren 
Endpuntten angeben ließe, welche die gegebene Function größer, ober 
Heiner machte, al8 jene. — Ebenſo muß, wenn die durch die Varia- 
tionsrechnung gefundene Curve eine gewijfe Anzahl von Spiten 
bat, fie nur mit Curven verglichen werben, welche eine gleiche Anzahl 
von Spigen haben. — Dies ift umfomehr zu beachten, als eine 
plößliche Aenverung in der Krümmung nicht nothwendig auch eine 
plögßliche Aenderung in der geometrifchen Lage involvirt; d. h. 
die werfchievenen Punkte der Curve können denen der Curve, womit 
fie verglichen wird, noch unenplich nahe liegen, und man aljo mei- 
nen könnte, daß eine folche Vergleichung gejtattet jei, was, wie wir 
gefehn haben, nicht richtig wäre, und wonon in dem folgenven Pro- 
bleme ein DBeifpiel vorkommen wird. — 


Beiſpiel. 


80. Eine Curve von gegebener Länge und ſolcher Beichaf- 
fenbeit zu finden: daß bie Fläche zwifchen ihr felbit, ihren beiden 
äußerjten Krümmungshalbmeſſern und dem zwilchen dieſen liegenpen 
Bogen der Enolute ein Minimum fei. — 

Wenn E wieder den Krümmungshalbmeſſer und ds das Curven- 
element bezeichnen, ſo ift das Slächenelement offenbar = ods. — 
Wir brauchen alfo in der vorhergehenden Aufgabe nur zu fegen: 


| uw=e+m w=i1, | 
um die Auflöſung der vorliegenden Aufgabe zu erhalten. — Dieſe 
Subftitutionen in die Gleichung (E) geben: 
0? = ay, (a) 
und die Gleichung mit endlichen Größen ergibt ſich aus ber allge⸗ 
meinen Gleichung (F) wie folgt: 


Die Gleichung: 0’ =ay 
gibt: 
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y=2 v!; 


folglich wird vie Gleichung (7): 

xz-+ VER , 
vi-@vite)! 
Sett man: 


| a=4b, e=sina, V + esin 0, 
fo erhält man: 
z+f=2bjsind (sind — sina) dd 
—=b(0 — sind cosd + 2sinacos4, (b) 
und weil für e=0, fowie für z=z, bie Ordinate y=0 jein 


muß: 


mithin: 


f=b(a-+-sina cos«) 


&ı +f=bla —a— sina cosa). 
Hieraus folgt: 
EEE EEE 
—z—2(a + sinacose) ’ 


wodurch die Conftanten db, f mittelit  bejtunmt werben, und bie 
noch übrige Conftante wird durch die gegebene Länge ver Eurve 
auf folgende Weife beftimmt: Wenn man bie Gleichung (b) bifferen- 
zirt, jo erhält man: 

dy = 2b (sin 0 — sin«) cos 4d0, 


dæ = 2b(sinO — sine) sin Hd, 


b 


woraus folgt: 
de =2%b(sinO — sin«) dO. 


Integrirt man biefe Gleichung zwifchen den Grenzen: 
O=0, d=n—au 


und bezeichnet bie gegebene Länge ver Curve mit 2s,; fo hat man: 
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21 = %|coaa + (a — 4)sinal, 
oder wenu man für 5 feinen durch « ausgebrüdten Werth ſetzt: 


— 2, et le gmsine 
4 = HZ lo + sing cosa) ’ 


wodurch dic Conftante & beftimmt wird. — 
Die Gleichung der Curve ergibt fich durch Elimination von 0 
zwifchen ven Gleichungen: 


n = (sin — sin«)? 


und: 
= 0 — a --sin«acos9 — sind cos — sin cosa). 
Wenn der Anfangspunkt ver Coorbinaten in die Mitte ver geraben 


Berbindungslinie der Endpunkte der Curve verlegt wird, was gefchieht, 
wenn man: 


z+%2, oder e+b(4r —a —sinecose) 
für x fest; fo wird bie letzte Gleichung : 


z —=0-+(2sina — sinO)cod — fr 


—14 arc. cos( sin en vr) 


(se DV = (avH] 


Aus dem erften Imtegrale der Gleichung: 


oder : 


oe? = 4by 
ergibt fich eine merkwürdige geometrifche Eigenſchaft der Curven bie- 
fer Klaſſe. Subftituirt man nämlich für : wieder feinen Werth: 
_.pdp 
dy 


Ad-+29% ’ 
13 
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und integrirt; fo erhält man: 


1 _,/% 
Jar Vits 
— * * 1 1 ® 
oder wenn man ö y bivibirt und für y/d- pP’ Joy ihre 


reſp. Werthe 7 jen: 


nn *5 
1_ 
n 


=,+3. 


81. Wenn die Länge der Curve zwifchen ben feiten Punkten 
nicht gegeben ift, d. h. wenn unter allen Curven, welche zwifchen 
biejen Punkten bejchrieben werben können, bie gefuchte wird, für welche 
bie oben erwähnte Fläche ein Minimum ift, fo wirb die Eonftante 
o beftimmt, wenn dieſe Fläche durch « ausgebrüdt und ihr Differen- 
tial = 0 gefeßt wird. — Nun ift aber: 


gds =?ybyyi + p’)dae= tra 


Va⸗ 
Birnen] 
und wenn man wieber fett: 
V!+e=sind, und e=sina, 
fo erhält man: 
Sods = 4b? ((sin d — sina)?d0 
= 2b? {0 (1 + 2sin?«) — sin$cosA + Asina cos®}. 


Da ferner das Marimum von y dem Winfel 0 = 5 entfpeicht, fo 


ift leicht einzufehen, daß der Werth ber fraglichen Fläche ausgebrüdt 
wird durch: 
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8B°. J 5 (sind — sine)? dQ 


= 4b? (5- «) (1 + 2sin?a) — 3sina cosa!, 


- 


oder wenn für d fein Werth in a und > —B für a geſetzt wird: 


BCl 4200823) — 3sinß cos 
Fläche = 712. — 


Setzt man endlich das Differential des Logarithmus dieſes Aus- 
prudes = 0, fo ergibt fich: 
sinß (sind — Bcosß) __ sin?ß 
B-+ 2Bcos?Bß —3sinßcooß PB—sinßcosß' 

Läßt man den Werth B=0, für welchen d.fowohl, als vie fragliche 
Fläche unendlich wird, unbeachtet, und fchafft Die Brüche fort; fo 
findet man: 

cosß (Bsinß cosß + PB? — 2sin?P) =. 
Diefer Gleichung wird durch: 

cosß = 0, oder Bsinß cosß + B? — 2sin?B = 0 

genügt; allein e8 ergibt fich leicht, daß biefe Iegte Gleichung un- 
möglich ift, *) weil die linke Seite verjelben ſtets einen pofitiven 
Werth hat. — Es muß alfo fein: 


co ßB=sin«=(), 








bie Gleichung: 


*) Denn multiplicirt man fie mit 4 und fett man 299, fo wirb ber 

erfte Theil: 
u=d?+-dsind + dcosd — 4. 

und wenn für sing und cosd ihre Reihenentwidelungen: 

03 65 
1.2.3 r 1.2.3.4.5 

9° 4 

J 


0 — &c. 


und: 


1% 


1 _ı/9 
Jap V}te 
wird alfo: 
— _ı/% 
Yit+r9 =v3 
oder: 


_ __ 14 
== 7y-yy 
d. 5. die Gleichung einer Cycloide — und da für jeven Endpunkt 
e=0 iſt; fo ift einleuchtenn, daß die Curve eine vollftänpige 
Cycloide iſt. — 
Wenn ACB (Fig. 9) die in Rede ſtehende Cycloide darſtellt, fo iſt 


die gefuchte Minimumsflädhe — ac, aber wenn Bb unend- 


lich Hein ift, und über Ad, bB Cihcloiven befchrieben werben; fo ift 
bie aus dieſen beiden Cycloiden beſtehende Curve ver ACB unendlich 
nabe, d. h. die entfprechenden Punkte beider Tiegen einander unend⸗ 


lih nahe. — Die Fläche der erften ift aber = et, alſo 


offenbar kleiner als —— —— — —— 


geſetzt werben; fo erhellet auf ber Stelle, Daß = für kleine Werthe von 6 po⸗ 
ſitiv if. — Für 4—=0 verſchwindet aber =, und wenn es für irgend 
einen andern Werth 0— 9, verihmwindet ; fo muß es auch für irgend einen 
zwifchen O und 6, liegenden Werth ein Marimum erreihen. Für dieſen 
Zwiſchenwerth hat man mithin: 
* = 24 4 0c030 — 3sind = (0, 
Die linke Seite diefer letzten Gleichung verſchwindet ebenfalls für 40 und 
ift pofitiv fr Meine Werthe von 9, und wenn fie auch flir einen andern 
Werth 4 von 9 verſchwindet; fo muß man für einen zwifchen O und 6 Tiegenben 
Werth haben; 

dꝰu 


= 2(1 — c086) — 66in0 = (), 


ober: > O—tang} 98 —=0, welche Gleichung offenbar für jeben andern Werth 
von 9 ale 40 unmöglid if. — 
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fo daß alfo vie durch die Vartationsrechnung gefundene Fläche Zar! 

nicht die abjolut Eleinjte wäre. — Gleichwohl ift dieſe Fläche ein 
wirkliches Minimum im wahren Sinne des Wortes (Nr. 79); denn 
die Curve AC’beB bat in d eine Spige, und kann mithin nicht aus 
ACB durch eine zuläflige unendlich Fleine Variation abgeleitet 
werben, weilin dem Punkte d eine Krümmungsänberung erfordert wird, 
bie nicht unendlich Elein ift. — In ver That find die Variationen 
öyund de an biefer Stelle von verfchiedenen Größenorbnungen. *) 


Aufgabe V. 


82. Die Curve zu finden, welche das Integral fuds zu einem 
Marimum, oder Minimum macht, indem ds das Clement einer 
auf einer gegebenen Wläche bejchriebenen Curve und w eine gegebene 
Function der Coorbinaten eines beliebigen Punktes verfelben beveuten. — 

Aufl. Wir wollen wieder die Lagrange'ſche Methode anwen⸗ 
ben, indem wir z, 9, 2 als Zunctionen von s anfehen, welche durch 
bie Gleichung: 


dr? dy? dz? 
a rar a1 (A) 


verknüpft find, und u—= 0 fei die Gleichung der gegebenen Fläche. — 
Wenn alsdann A und A die unbeftinmten Multiplicatoren für dieſe 
beiven Gleichungen bezeichnen, jo ift die volljtändige oder totale Va⸗ 
riation des Integrales ſuds offenbar: 


fie re äe)aer Gere äe)an serie) 


= ddr , dy a0y 1 * döz 
+ de Tata " Ge 

Wenn man bie sten brei Glieder eben etc e integrirt, und 
die Coefficienten von dr, öy, dz einzeln = 0 fekt; fo erhält man bie 
drei Gleichungen: 


*) Die Bemerkung bes Verf's. in Nr. 79 iſt allerdings richtig; aber 
diefes Erläuterungsbeifpiel derſelben durchaus nihtsfagend, weil die unend- 
lich Heinen Ölieder von der erften und zweiten Orbnung 245.52 unb 5B? 
neben dem endlichen Gliede 45° gar nicht in Betracht fommen. — ©. 
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du ‚du d de _ 
= u a" =_, 
vor da „dy _ 





du " d a2 _ 
tr: de ds Az =. 


Multiplicirt man dieſe Gleichungen vefp. mit = B 3, 3 


bie Produkte und beachtet die Bedingungsgleichungen: 


addirt 


du de , du dy , du de _ du 
aa de’ 


% 2 2 
de dr, —; 
ds ds? ds ' ds? ds ds 


jo findet man: 





du — — 


Wenn die Länge der Curve nicht gegeben iſt, ſo ergibt ſich durch 
ähnliche Betrachtungen, wie in Aufg. I, daß a=0, und mithin 
A = u fein muß. — Die drei Gleichungen (B) werben daher: 


du , „du  dixz dx du _ 
FF "Bu dh" Beer "rar eh 
u, yau_,Iy_U du _ C 
ya tr aan * 


du d’z des du 
74 de "ads ds 





Wenn a, B, y die Winkel bezeichnen, welche die Coorbinatenebenen 
mit dem bie Curve in irgend einem Punkte berührenden Normalfchnitte | 
der Tläche bilden; jo hat man: 


du du du 
cos 4 cos 4 dy + cosy KT 0, 
und: 
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CO8%& =+ 00ß + cony SE —=(, 
weil die Ebene des Normalfchnittes durch die Tangente der Curve 
geht. — Multiplicrt man aljo die Gleichungen (C) refp. mit: 
cos , CoBß, COsY 
und addirt die Produkte; jo erhält man offenbar: 


du du . du 
coBa 7 -+ cosß 4y + cosy ds 


d? d? d? 
— u(cosa * + cosß + co8y 2) =(, (D) 





Aber wenn a’, B', y die Winkel beveuten, welche der Krümmungs⸗ 
halbmefjer g der Curve mit ven Coorbinatenaren macht; fo bat man 
befanntlich : 


, d?xz 
ce = — Q 2° 


‚ dꝰ 
cosß —- 0 A. 


d?z 
cos — — 0 A 


Die Gleichung (D) Tann daher auf die Form: 
d d d 
cosa 7 + cos ß ar cosy 
= mern (cosa cos «+ cosß cosß’ - cosy 0087"). (E) 


gebracht werben. — Sit ferner & der Winkel zwijchen ver Oskula⸗ 
tionsebene der Curve und der Ebene des Normaljchnittes ver Fläche, 
jo bat man: 

cose cos’ 4 cosß cosß’ + co8Y cosy’ = sin®, 


und nach dem Meunte r’fchen Theoreme: 


du ‚du d „de 
du du _d 8 _ | 
du |, „du __d ‚da 


Multiplicirt man biefe Gleichungen reſp. mit 7, Y,E, abbirt 


bie Produkte und beachtet die Bedingungsgleichungen: 


du de ————— du 
de’ ds ' dy' ds ds de’ 


dt 3. d? 


=. ve 
ds Pr +5 


tz 





=(; 
fo findet man: 
* _2=0, A=u--.a. 


Wenn die Länge ver Curve nicht gegeben ift, fo ergibt fich durch 
ähnliche Betrachtungen, wie in Aufg. I, daß a=0, und mithin 
= u fein muß. — Die drei Öleichungen (B) werben baber: 





du ‚du dr dr du __ 
FA el "Sul ar" ur Taar "eh 
du ‚du d’y dy dw _ C 
au 7 y er 7 *0, * 


du d’z de du 
de tr ds Mt de a 





Wenn a, ß, y die Winkel bezeichnen, welche die Coorbinatenebenen 
mit dem bie Curve in irgend einem Punkte berührenden Normalfchnitte 
der Fläche bilden; jo bat man: 


du du du 
cos 4 ch, + eosy zz —=(, 


und: 
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(1) Wenn die Grenzpunfte der Curve feit liegen, fo werben 
biefe Gleichungen von jelbjt erfüllt, weil: 


or, —(, öy, =(, 02, =(, 60, dy—0, 6, =0, 


(2) Wenn diefe Punkte nicht gegeben find, ſondern nur auf 
gegebenen, auf der gegebenen Fläche liegenden Curven bleiben müfs 
jen, deren Gleichungen find: 


de, = m,dz2,, dx, = modo- 

dy, _nıda, duo = Nod2o, 
jo muß man offenbar haben: 

dr, = m,S2, ör, = Mo0%0; 

öy nd, öy0 nodoæo, 


und folglich werben bie — (G) jetzt: 
[m E) tn +, |=0 
tt‘ 


Wenn alfo die Annahmen u, = 0, uo = 0 bei Seite geſetzt werben, 
fo folgt hieraus: „Wenn eine auf einer gegebenen Fläche be» 
ſchriebene Curve fo beſchaffen tft, daß fie das Integral 
fuds zu einem Marimum, oder Minimum madt; fo 
ſchneidet fie ihre Orenzeurven unter rechten Winkeln.“ — 

83. Die Gleichungen der Curve, welche das Integral Suds zu 
einem Marimum, oder Minimum macht, Tönnen auch in folgen- 
der Weife ausgedrückt werben. 

Die Gleichung der gegebenen Fläche fei: 


ds = pdr + qdy, 
jo muß man, weil vie Cofinus der Winfel, welche die Oskulations⸗ 
ebene mit den Coorbinatenebenen macht, durch: 
dze d’y _dy d’z 
d’d® dd’ Er) 
dt d’z dz d’x 
Od dr a) ’ 
dy dx dx diy 
Oo de a der 
13* 
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ausgebrädt werben, offenbar haben: 


dad (By ur) (EB Er) 
Na dt Pe de —2** ds ds? ds’ nn) 
yi-+p’-+g9 

Setzt man biefen Werth in bie zweite ber Gleichungen (F) umb eli- 


qı 
miniri SF, ober CH miele der Gleichung: 





2 
dı * dy Ar, de _ 0: 
de’ ds ds ' ds ds 


fo kann die gefuchte Curve durch die eine, oder bie andere ber Glei⸗ 
Hungen: 


d’r dis _ Y 1-+p?+g? d du\ d 
77 + en F ICH + eosy — * a , 


2 Y 2492) dx 
Arts a,,= 2 (vona SE +c0sß$ au ter 7 aa 


ausgedrückt werden, wenn man bamit bie Gleichung der gegebenen 
Fläche verbindet. — 

84. Wenn man von bemfelben Punkte O (Fig. 10) einer Fläche 
nach zwei einander unendlich nahen Punkten 7, 7’ einer gegebenen 
Curve zwei Eurven OT, OT’ auf viefer Fläche zieht, wovon jede 
die Eigenfchaft hat: das Integral fuds zu einem Maximum, oder 
Minimum zu machen, und es bezeichnet do ven Bogen TT', fo 
wie 9 den Winkel OTT’; jo wird die Differenz ver Werthe des In⸗ 
tegrales an ber Grenze für biefe Curven ausgebrüdt durch: 


u, cos Ode, 


wo u, der Werth von u für jeben ber einander unendlich, nahen 
Punkte T, T’ ift. — Denn ba jede dieſer Eurven das Integral zu 
einem Maximum, oder Minimum madt; alfo vie Variation unter 
dem Zeichen ſ verſchwindet, und außerdem einer ver Grenzpunkte 
feſt liegt; ſo iſt klar, daß die Totalvariation, welche das Integral 
bei dem Uebergange von OT zu OT’ erfährt, ausgedrückt wird durch: 
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fl) +) + 


Aber nach dem Vorhergehenven ift A = u, und da fi die Werthe 
von 2, %Yı, 2, Ändern, wenn man von einem Punkte der Curve zu 
dem folgenden übergeht; jo ift offenbar: 


_(# _(% _(4 
i,=(T ) do, dyı = (2) da, 82, =(S ). do. 


Subſtituirt man dieſe Werthe, fo wird die Totalvariation: 


re tee 


woraus wegen: 


te, te, 


folgt: u,cosO do, wie bewiefen werben follte. — 


85. Wenn u eine homogene Function von z, y, 2 ift, fo 
ergibt fich ein ähnliches Theorem, wie das in Nr. 70 für ebene Eur» 
ven bewieſene. 

Wir wollen ven Ducchfehnitt der Normalebene der Curve mit 
der Tangentialebene ver Fläche die Normale ver Curve nennen; fo 
iſt dieſe Normale offenbar fentrecht auf der Ebene des vorhin er- 
wähnten Normalfchnittes, und macht mithin die Winkel «, B, y mit 
den Coorbinatenaren. — Es fei eine Fläche befchrieben, deren Glei⸗ 
- dung u= c ift, und eine Ebene gelegt durch den Anfangspunft, welche 
in Bezug auf dieſe Tläche zu ber vom Anfangspunkte nach dem Punfte 
der Curve gezogenen geraben Linie conjugtrt ift,*) und die Normale 
der Curve foweit verlängert, bis fie diefe Ebene trifft; jo hat man, 
wenn dieſe verlängerte Linie mit n bezeichnet wird, offenbar: 

y-y »—z 


cap ——, cosy = — 








2— 
coaua = 


*) d. 5. parallel zu ber Berührungsebene ber Fläche u=e in dem Puntte, 
wo bie Linie, zu welcher fie conjugirt if, die Fläche trifft. — Da ze eine ho⸗ 
mogene Function if, fo gibt es offenbar nur eine folde Ebene — 
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wo (a’,y', x’) der Punkt ift, wo die Linie n bie confjugirte Ebene 


trifft. — Die Gleichung (T) kann daher auf folgende Form gebracht 
werben: 


nein _ „|@ rt Ener! 


aber ba (a, y’, 2) ein Punkt in ber conjugirten Ebene ift, fo bat 


man, wie in Nr. 70: 
ze * 4 — 


und weun u eine homogene Function mten Grades iſt: 


d, d, d 
ty te am 
folglich: 


nsin oo = mp. 


Unter Beibehaltung der obigen Definitionen bat man alfo das fol- 
gende Theorem: 

Wenn u eine homogene Function bes mten Grades 
von den Koordinaten eines Punktes einer gegebenen 
Fläche ift, fo ift pie Eurve, welche ſuds zu einem Mari- 
mum, oder Minimum madt, fo befchaffen: daß die Pro- 
jection der Normale in jedem Punkte auf die Oskula— 
tionsebene dem mfahen Krümmungshalbmeffer gleich 
tft. — 

Durch eine ähnliche Subftitution wird die erjte der obigen Glei⸗ 
dungen (F) auf: 


reducirt. 

Jedes dieſer Theoreme gibt das Mittel an die Hand: die Osku⸗ 
lationsebene und den Krümmungshalbmeſſer in einem beliebigen Punkte 
zu erhalten, wenn die Richtung der Tangente bekannt iſt. — 


Beiſpiel. 
86. Die kürzeſte Linie zu finden, welche auf einer gegebenen 
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Oberfläche zwiſchen zwei auf berfelben liegenden Punkten gezogen wer- 
ben kann. — 

Dies ift der einfachite Fall der vorhergehenden Aufgabe, näm⸗ 
ih wenn u—1 iſt. — Es ift folglich : 


und aus ben Gleichungen (F) ergibt ſich fofort: 
ee, a. 


Der Krümmungshalbmeſſer ver Curve tft alfo verfelbe, als ber 
des Normalichnittes, welcher fie berührt, ober mit andern Worten: 
die Oskulationsebene ift in jedem Punkte fentrecht auf ver krummen 
Fläche. — 

Da eine vollſtändige Unterfuhung der Eigenfchaften fürzefter 
oder geopätifcher Linien auf Erummen Blächen für ein Werk, wie 
das unfrige, welches ſich nur mit den wichtigften Grundlehren der 
Bariationsrechnung und deren Anwendung zu befaflen hat, viel zu 
weitfchichtig tft; fo begnügen wir und mit der Entwidelung einiger 
ber wichtigften dieſer Eigenfchaften geovätifcher Linien. — 

(1) Die Gleichungen der geopätifchen Linie, wenn der Bogen s 
zur unabhängigen Veränderlichen genommen wird, ergeben fich leicht 
aus den allgemeinen ©leichungen (H), wenn man feßt: 

Uu_ og Leo # 


dx 4dy da 


Auf dieſe Weiſe erhält man: 


u =1, 


du d’z_du ds] 
dz’ de? de’ de? 
du d’y_ du d’z__ 
dz’ ds? dy’ ds® 
ober wenn: 
dz = pdr + qdy, 


die Gleichung ber gegebenen Oberfläche ijt: 
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FE * = 
. (a) 
d — 40 0. 
(2) Aus diefen Gleichungen laſſen fich leicht die herleiten, worin 
x bie independente Veränderliche ift; allein es tft vielleicht noch 
einfacher, fte fofort aus der Bemerkung abzuleiten: daß die Oskula⸗ 
tionsebene in allen Punkten auf der Oberflähe ſenkrecht if. — 
Wenn die Gleichung der Oberfläche ift: 
da=pdz + qdy, 
fo ergibt ſich aus biefer Bemerkung: 
p(dyd?z - dad?y) + gldsd’z — dxd?’s)= drdty— dyd?z. 
Seht man nım d?’r = 0, und fubitituirt für de, d?z ihre durch bie 
Gleichungen: 
da = pdx + qdy, 
d?z = rdæꝰ + 2sdrdy + tdy? + gd?y 
gegebenen Wenhe ſo erhält man die Gleichung: 


d+r +93 Hl )(r+2e 24H )=0, 


welche in Verbindung mit der Gleichung: 
" ds — pdx — pdy = 0 
bie geobätifche Linie ausbrüdt. — 

(3) Wenn man von demfelben Punkte O (Fig. 10) auf einer Fläche 
nach zwei unenblich nahen Punkten T, T’ einer Curve geobätifche 
Linien zieht, de=TT’ und 9= TT’O fett; fo ift ander Örenze: 

u 
OT — OT=de. cos. 

Dies ift offenbar ein fpecieller Tall von dem allgemeinen Satze 

in Nr. 84, und aus dem bort Gejagten erhellet: daß biefe Eigen⸗ 


fchaft, welche befanntlih geraden Linien zukommt, eine allgemeine 
Eigenfchaft geodätifcher Linien it. — Dei den Anwenbungen ber 
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Infinitefimalmethode auf Curven, bie auf gegebenen Flächen befchrie- 
ben find, können folglich die geodätifchen Linien, in allen ven Fällen, 
wo nur ihre Ränge in Betracht kommt, als gerade Linien behan- 
beit werben. — 

(4) Aus den allgemeinen Sägen in Nr. 47 erhellet unmittel- 
bar: daß eine geobätifche Linie nicht nothwendig die kürzeſte Linie 
zwifchen irgend zwei ihrer Punkte ift; denn wir haben dort gejeben: 
baß die Curve, deren Differentialgleichung: 


B=0 
ift, im Allgemeinen nicht die Eigenfchaft befitt, das Integral: 


2 dy 
[, fi, % =.) dæ 


zu einem Maximum, oder Minimum zu machen, wenn die Inte⸗ 
grationsgrenzen ſo beſchaffen ſind, daß man eine zweite, der erſten 
unendlich nahe liegende Curve ziehen kann, welche derſelben Differen⸗ 
tialgleichung genügt und durch die Endpunkte A, B, oder durch irgend 
zwei zwiſchen A und B liegende Punkte geht. — Man hat hiernach 
folgende Regel, um zu beftimmen, in welchem Punkte bie geopätifche 
Linie aufhört eine Fürzefte Linie zu fein: 

„Es ſei A (Big. 2) der eine Enbpunft der geobätifchen Linie, 
und man ziehe durch A eine zweite geodätifche Linie, welche mit ver 
erften einen unendlich kleinen Winkel bilvet; fo ſchneiden fich 
beide im Allgemeinen in irgend einem andern Punkte C. Wird als- 
dann die Länge der geopätifchen Linie von A aus gemeſſen, jo hört 
fie im Allgemeinen auf die kürzeſte Linie zu fein, wenn man über 
C hinausgeht.” — 

(5.) Endlich wollen wir noch die Gleichung der geopätifchen Li- 
nie auf der Oberfläche eines Eklipfoides: 


2? 3 4? 
tete 
fuchen, jo werben bie allgemeinen Gleichungen (a) auf ©. 206: 
d’z cz d’z 
de? ats de 


a _.cy ds 


dr Die’ gu 


(c) 
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Sekt man: 
u-5+% 5 ’ 
ı dr? a? 1 da 
nr rt: Tr ar? 


d’y 
bifferenzirt biefe Tettte Gleichung, und fubftituirt für IE To = ; Fr ihre 
aus (c) genommenen Wertbe; fo findet mar: 

dv _?2erz de, y dy, x d\d’z du d% 


ner Ta la dr 
Differenzirt man dagegen die Gleichung des Ellipfoides zweimal, und 

nr en, dir d? 
ſubſtituirt für Fr 72 
findet man: 


Werben ferner biefe beiden Gleichungen in einander dividirt, fo er- 
hält mar: 


alfo durch Integration: 
uv = const, 
Setzt man hierin für w und v ihre Werthe, jo ergibt fich als Glei⸗ 
9 einer geobätifchen Linie: 
1 d®, 1 d 1 dz? 
2 + ale Int gr + 02° ds? Ir) == const. (d) 


Iſt ferner p das aus dem Mittelpuntte des Ellipfoives auf bie 
Berügrungsebene deſſelben gefällte Perpenpifel, und d ver zu ber 
Tangente ber re Linie parallele dahneſer, ſo wird wegen: 


44 14 


de? 1 day? 44us 
at ante 


wieder biefelben Werthe, wie vorhin; jo 
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bie Gleichung der geobätifchen Le: 


pd = const, = m?. 


Wenn g den Krümmungshalbmeſſer ver geopätifchen Linie bes 
zeichnet, fo iſt befanntlich: 


oder für d feinen Werth > gefegt: 


m 
05 


Längs derjelben geodätifchen Linie ändert ſich alfo der 
Krümmungshalbmeſſer im umgekehrten Berhältniß des 
Kubus des aus dem Mittelpunfte des Ellipfoides auf 
feine Zangentialebene gefällten Perpendikels. — 

Diefe beiden Theoreme rühren won Joachimsthal her. — 


*) — es iſt Be 
rokac Euer 
* + (+ ds? 


2 
ober wenn man für =,5 J — ihre aus der Gleichung der geodätiſchen Li⸗ 


nie gezogenen Werthe ſetzt: 
1 a0 y? | 2°\ /d?z\? ct 
ee 


Wir haben aber gejehen, daß: 





iR; folglich: 
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Aufgabe VI. 


87. Zwiſchen zwei auf einer gegebenen Fläche liegenden Punk⸗ 
ten, ober Kurven eine Curve von folcher Bejchaffenbeit zu ziehen: 
daß das beſtimmte Integral: 


J (eds + wdx), 


wo u, w Functionen von z, y, z find, ein Marimum, ober Mi- 
nimum wird, — 

Aufl Nehmen wir den Bogen s wieder zur independenten Ver⸗ 
aͤnderlichen, und bringen mithin das Integral auf die Form: 


tr); 


jo ift leicht einzufehen, daß did Lagrange'ſche Methode folgende 
Gleichungen gibt: 
rd len 
en 2. 
ran 5. E= 


da 

ds 
Multiplicirt man dieſe Gleichungen reſp. mit E, 3 =, addirt 
die Produkte und bemerkt, daß: 


_ du dr , dw dy au = 
* — de’ Fre Fr? 


tft; jo ergibt ſich wie in Aufg. V fehr leicht: 


Wenn alfo die Länge ber Curve gegeben ift, fo tft wieber: 
A =u- a, und wenn fie nicht gegeben ift: A—=u. Betrachten 
wir ben erften biefer beiden Fälle, und multipficiven, wie in Aufg. V, 
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die drei Gleichungen (A) rejp. mit cos, cosß, cosy umb abbiren 
bie Produkte; fo ergibt u wenn wieder u 4 a iu 4 gefekt wird: 


(u+ o)( cosa 24 cosß — 4 — 
— cosa FE 72 + cosp SE rt cosy SE 


en HE hg * cosY x). 
Set man ferner rin: 
Sr æ 2 Y 1 cosy I- 1 
ſeinen Werth Ge und: 
dwW de , dw dy ds 
aut 24%. ds 


für = fo wirb dieſe Gleichung: 





(+ a) * = cosa — au re + c08y * 
du dꝛ 
+ — Ay coß TE — cosa Sy, Er cospy FE Fr cos )- 


Da aber «, B, y die Winkel find, welche pas Perpenpifel auf ber 
Ebene des Normalfchnittes mit den Axen bildet, und = ; = R = 
bie Eofinus der Winkel, welche die Tangente ver Curve mit benfelben 
Aren macht; fo ift bekanntlich, wenn a’, B', die Winkel ſind, welche 
bas Perpenbifel auf der Ebene dieſer beiden Geraben, d.h. die Nor- 
male der krummen Fläche, mit ven Aren bilbet: 


cosa' = cosß = — cosy 3 , 


co8ß’ = cosy ae _ co8a — 43 , 
ee ds de 


= 4 _ _ 
coBy = 00807, coBT. 
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Die zuletzt gefundene Heichung kann mithin wieber auf eine ber brei 
folgenden Formen gebracht werben: 


(B) 


age one +eonßge + eosyZE J— J— 


sinn _ _1 (er de +cosß Fr -Feosy — ge +c comp one E 


-—e uta dz 
tano __ 1 ‚dw 
== ara (cosaSE +eosp SE 5 +eosy iz je ton Sr —cosß gr 


Die Auflöfung für ven antern Fall, wo die Länge ber Curve 
nicht gegeben ift, ergibt fich hieraus unmittelbar, wem man a=0 
ſetzt. — Wenn die Grenzpunfte der Curve gegeben find, fo ift Har, 
baß die von dem Zeichen f freien Glieder wieder verfchwinben. — 
Wenn diefe Grenzpuntte nicht gegeben find, fonvern blos auf Cur⸗ 
ven bleiben müffen, deren Gleichungen find: 


dyo = Modi, dyı = midri, 
do =nodi„, da =n.da; 


fo ergibt fich durch ähnliche Betrachtumgen, wie in Aufg. II: 
role m tn) +wo=0, 


u +0) ( tm +n z) +u,=l(, 


oder wenn 90, 9, die Winkel beveuten, unter welchen bie Curve ihre 
Grenzcurven fehneibet, und ꝙ0, 9 die Winkel, welche dic Tangenten 
biefer legten Curven in ven Durchfchnittspunften mit der Are ver z 
machen: 
(to + a) cos O0o + 0 co8Yp0 = 0, . 
(C) 
(zu + a) cos Oi + w, cosyı =. 
Alle bisher erhaltenen Reſultate werben auf ven anbern Fall, wo bie 
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Länge der Curve nicht gegeben iſt, awendbar, wenn man a==0 
jegt. — 
Beifpiel. 


88. Wenn auf einer krummen Fläche zwei Punkte und irgend 
eine fie verbindende Curve gegeben find, zwifchen dieſen Punkten eine 
Curve von gegebener Länge und folcher Beichaffenheit zu befchrei- 
ben, daß fie mit der gegebenen Curve die möglich größte Fläche 
einfhließt. *) — 

Da der Inhalt einer beliebigen Oberfläche burch: 

Syui-+r?+ 9?) dzay 
ausgebrüdt wird, fo ift Har, daß, wenn die Gleichung der Oberfläche 
gegeben ift, dieſer Ausdruck ſtets auf die Form [u’dr gebracht wer- 
den Tann, wo: 

K=lyci+pr+gNay 
eine gegebene Function von = und y ift. — Die Auflöfung der vor⸗ 
liegenden Aufgabe ergibt fich alſo aus den allgemeinen Gleichungen 
(B), wenn man fekt: 


„=0, W“=fyYll+r? + gay, 
, d — 
———0 * *0. 


Dieſe Gleichungen werben demnach: 


ee 
re 

0 = asino, (8) 
oe = atano. 


Wenn aljo die Richtung der Tangente für irgend einen Punkt be- 
kannt ift, jo Tann die Oskulationsebene und ber Krümmungshalbmef- 
fer durch folgende Eonftruction gefunden werden: Es fei P (Fig. 12) 


Diefe Curve ift, fo viel wir wiſſen, zuerft von Delaunay befiimmt. — 
Liouville, Journal de Math., tom. VIII, p. 241. 
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der Punkt ver Curve, und bie Ebene des PBapieres bie Normalebene 
berfelben, C’ der Krümmungsmittelpunft des Normalfchnittes der krum⸗ 
men Fläche, C’A ſenkrecht auf PC’ und =a, und CC, PC reſp. 
parallel und ſenkrecht zu PA; fo tft C der Krümmungsemittelpunlt 
ber gejuchten Curve und eine durch PC fentrecht auf vie Ebene bes 
Papieres geführte Ebene die Oskulationsebene. — Die Nichtigkeit 
biefer Conftruction erhellet aus ven Gleichungen (a).*) — 

Wenn verlangt wird, bie Curve zwifchen zivei gegebenen Curven 
fo zu ziehen, daß die Fläche zwifchen ihr und einer durch ihre End⸗ 
punkte gehenden Curve einer gegebenen Species en Marimum: ift; 
fo ergibt fich durch ganz ähnliche Schlüffe, wie die auf S. 173, daß 
die Gleichung der gefuchten Curve noch biefelbe tft, als vorhin. — 
Was die außer halb bes Integralzeichens ftehenden Glieder anlangt, 
fo ift die Behandlungsweiſe derſelben ebenfalls der dort angewandten 
ganz analog. — Denn bie zwijchen beiden Curven liegende Fläche 
wird offenbar ausgebrüdt Durch: 


*1 21 
| wdı -[ F(z, %0, x) dx, 
*0 en) 


wo dieſelbe Bedeutung hat, wie im erften Falle, und Flx, x0,2,) 
eine gegebene Function ift, nämlich der Werth bes Integrales 
Sylt +p?+g°)ay für die gegebene Curve, welche durch bie 
Endpunkte der gefuchten Curve geht. — Verfährt man alfo gen, 
wie in dem Falle einer ebenen Curve, fo erhält man die Glei⸗ 
ungen: 


*) Wenn bie gegebene krumme Fläche ein Ellipſoid ift, fo kann bie 
Richtung ber Oslulationsehene aus ber ber Tangente durch folgende Eonftruc- 
tion gefunden werben: Es fei C (Fig. 13) der Mittelpunkt bes Ellipſoides, 
CP ſenkrecht auf ber Berührungsebene, CD ber zu ber Tangente der Curve 


3 
parallele Halbmeffer, und PO fenkrecht auf ber Ebene POD unb = ; fo if 
bie Ebene DCO parallel zu ber Ostulationsebene; benn es ift: 
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como + eoade | " = =(, 
ı dF 

— 0060 IR IF =0. 
6 C080, — cos, „a 
Aufgabe VIL 


89. Zwiſchen zwei gegebenen Punkten einer krummen fläche 
eine Curve von conftanter Krümmung und ver Tleinften Länge 
zu bejchreiben. — 

Aufl Wenden wir wieder bie fagrange’fche Methode an und 
nehmen den Gurvenbogen s zu der independenten Weränberlichen, 
jo ift: 

v=1, 


indem bie m — x, y, 3 durch die Gleichungen: 


dz? 
Er + ds? + ds? 


- 


verfnüpft find. — Da alfo in V Teine der Veränberlichen vorkommt, 
fo tt einleuchtenn, daß die Gleichungen, welche die Coefficienten von 
dz, dy, d2 liefern, folgenbe find: 


21 











d’z dr 
a „ya z az 
* ds” er 
dt ds =(, 
2 
a⸗ „I a... 2 
ds® Tas =, (A) 
2 
a? .2' — d ı 
ds? —— *0. 


Dieſe Gleichungen ſind unmittelbar integrabel, und geben: 





d’3 
8 
ds d 
2 
a. 23 
ds? a —y 
ds ds 
‚d?z 
4. * ds? N dz _ 
ds FT, 
oder: 
d’r dy y’ dr 
rohr ran ze, 
d’y ai ‚day ‚ dy 
FrERAr Full kr Pa ® 
d’z AN _d®z dz 


* c. 


ren 
Eliminirt man A zwifchen ven beiden exften biefer legten Glei⸗ 
chungen, fo erhält man: 
dy d’x _dx En + dy Br de ddy dy _ „4x 
dd de — 
welche Gleichung ebenfalls integrabel iſt, und gibt: 


du x = 
ds’ ds? betr. 


Ebenſo ergibt fich durch Elimination von A zwifchen der erften um 
britten, fo wie zwiſchen der zweiten und dritten derſelben 
Gleichungen: 


‚(de dz =. der 

dg d? dy ‚Es “ 
/ 3 2 “ ” 
(ar de = — 


Wenngleich ſich die Gleichungen (C) nicht allgemein integrixen 
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laffen, fo läßt fich daraus doch die folgende merfwürbige Eigenfchaft 
ver. gefuchten Curve ableiten: | 
' Wenn: 


— — EEE 9 
V(a V——) ” — ( 
Ver VORAN Vor 9 


bie Cofinus der Winkel find, welche zwei Ebenen mit den Coordina⸗ 
tenebenen machen, O (Fig. 19) der Anfangspunft, PP’ irgend ein Bo- 
gen der Curve ift und pp’, m’ bie Projectionen beffelben auf vie 
Ebenen (1) und (2) find; jo tft ber Sector Opp’ ber Differenz 
Pr — Pr ver Perpendikel Pr, Pa’ proportional, — 
Die Wahrheit diefes Satzes ergibt jofort aus der Gleichung (G) 
auf ©, 222, welche wie folgt gefchrieben werben fannı: 
elydx — zdy)-+b (zdz — zdx)+ a (2zdy— ydz)=f" dr-H f'dy-+-fdz. 
Denn bebeutet dA das Clement von Opp', fo ift offenbar: 
c(ydx — zdy) +b(adz — zdr) + a (zdy— ydz) 
Yyia' +b°-+e?) 
.f de +fdy-+ fde 
d.Pr = un: 
vr ++") 
Subftituirt man dieſe Werthe in die Gleichung (G), fo erhält man; 


Vla? +5? +c!)da=ylf?+f?-+f"Dd.Pr. 
Integrirt man, und fegt: 
Ver HH )mkyla? +6? + CH; 
jo erhält man enblich: 
A= Opp =k(Pr— P'x), 


dA= 


und: 


w. b. w. f. 

Wenn die Ebenen (1), (2) auf einander fenfrecht find, fo ift 
die Projection der Curve auf die Ebene (1) offenbar eine gerade 
Linie, und mithin diefe Curve eben, was mit fpäter Geſagtem 
übereinitimmt (©. 22D. 

14* 
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Die gefuchte Curve kann auch durch zwei Differentialgleichungen 
ber erften Ordnung ausgebrüdt werben. — Denn wenn man bie 
Ebene (1) zur Ebene der yz nimmt, fo kann bie Gleichung (G) auf 
©. 222 offenbar auf die Form: 


ydz — zdy =1lde + mdy-+- ndz, 
oder: 
(y—n)dz — (2 + m)dy = ldr 
gebracht werben; oder wenn man bie Coorbinaten y, 2 verändert, und 
s wieder zur independenten DVeränberlichen nimmt: 
dz d dr 
Yy ds — 23 = = l Is . (a) 
Hieraus folgt durch Differenziven: 
d?z dy _,d’x 


Ya ga 








und außerdem hat man bie iventifche Gleichung: 


de d’xz , dy d’y , de d’z __ 
ds et ds? ra Freu 








Eliminirt man mittelft diefer Gleichungen die Größen: 
dy  d’z 


ds?’ ds? 
aus ber Pam: : 


a) ta + 


und rebucirt; jo befommt man: 


E 








dx 1 Y ds a + F 

ds? m SA 
Integrivt man diefe Gleichung und fügt eine arbiträre Eonftante C 
hinzu, fo bat man: 


E=— [CHY@4y+ 29), (®) 
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jo daß die gefuchte Curve durch das Syſtem der beiden Gleichungen 
(a) und (b) ausgedrüdt wird. — 

Che wir weiter gehen, wollen wir vie bei den Integrationen ein- 
geführten Conftanten bejtimmen. — Zu dem Zwede wollen wir ben 
Anfangspunft der Coordinaten in einen der gegebenen Punkte ver- 
legen, jo daß man hat: 


o=0, v0, n=0, 
und da beide Bunte feſt liegen; fo it: 
6 =0 yv—(, u=(0, dr =0, 09, da, 0. 


Die außerhalb des Imtegralzeicheng ſtehenden Glieder geben als⸗ 
dann offenbar die Gleichungen: 


dir ddr |, d?y döy , d?z döz 
(tt) 
(D) 
d?z ddr , d?y döiy dz dis 20 
o ds2 ds ds?’ ds de?’ ds )= ’ 


welchen genügt wird, wenn man entweber fekt: 
Y,=0, ı=0, 











ober: 
dx döx |, d’y döy 4 d’z döz\ _ 0 
ds? ds ds?" de '-d?®' ds), 
d’xz dör + d’y =) 0 
ds? ds ds? ds ds Jo 


Die Bedingungen: 
,,=0, A,=0 


geben offenbar nach ven Gleichungen (0): 


0, f=0, f=V0 
und: 


Was die andern Factoren: 
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dr döx | d’y 143 döz 
ds? ds ds? ° ds?" ds 





d’xz dix 
ds: 7, r&e ...... .... en) 


anlangt, fo fieht man leicht ein, daß es nicht möglich ift, fie wer- 
ſchwinden zu machen, wenn zwei ver Variationen: 


(), ge. 
independent bleiben ſollen. — Denn da dieſe Variationen blos 
durch die Gleichungen: 

ds’ ds ds ' * = ds u 
taten 


verfnüpft find, fo müßte man, um biefe Factoren verfchwinden zu 
machen, ohne ihre Allgemeinheit zu beeinträchtigen, offenbar haben: 


le ναν 
ar), ar Karl la) 


y\ _ a ay\ _ (2), 
de) role —— ds (2 


(ar 5 Te 

ds? ds 

Erhebt man die drei erjten unter einanderſtehenden biefer letzten Glei⸗ 
hungen zum Quadrat und abbirt, fo erhält man: 


m? (5), +, + (), 


Multiplicirt man dagegen biefelben Gleichungen reſp. mit: 


Ge G)— 


und abbirt die Produkte; jo findet man: 
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de\ (dx dy\ /(d’z da 
(% (8 ds? ht + 0 (5) + (2,65 ds? m) ro 
Die linke Seite dieſer letzten Gleichung ift aber offenbar iventifch S0, 
jo daß man die ©leichung hätte: 
1 
n = Vo > 0, 
weiche unmöglich ift, weil m eine gegebene Größe ift. — Daffelbe 
gilt offenbar auch von dem zweiten Shiteme ber Gleichungen (k); 
e8 muß alfo fein: 
= 0, Ko = 0, 
und folglich: 
f=9, f=0, f=0. 


Segt man ale f=0, f=0, f"=0O und multiplicirt die Glei⸗ 
chungen (C) refp. mit: 
d dy da 
ds’ ds’ ds’ 
jo erhält man: 
(ay — bæ) ds + (cx — az) dy + (ba - dx —=(, 
oder: 
a(ydz — zdy) +b(zde — de) + c(zdy — ydı) =. 


Diefe Gleichung ift Leicht zu integriven, wenn man fekt: 


V = Ur, 2 VOL, 
und gibt: 
ay— be=m (az — cr); (E) 


d. h. die Gleichung einer durch den Anfangspuntt gehenden Ebene. 
Die gefuchte Curve ift alfo in dieſem alle eine ebene Curve, und 
da ihr Krümmungshalbmefler conftant ift — offenbar ein Kreis, 
—- Die Curve von conftanter Krümmung, deren Länge zwifchen 
zwei gegebenen Punkten ein Minimum ift, ift demnach ein Kreis, 
wenn bie Lage jever Grenztangente unbeftimmt ift. — Andererfeits 
ift aber auch Klar, daß der Kreis nicht die allgemeine Auflöfung 
in dem Falle fein kann, wo bie Lage der Orenztangenten gegeben 
it; denn dieſe Lage kann fo bejchaffen fein, daß es nicht möglich ift, 
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einen Kreis zu befchreiben, welcher ven geforberten Bedingungen ge- 
nügt — 3. D. wenn die gegebenen Tangenten nicht in berfelben 
Ebene Liegen. — 


Wenn die Lage der Tangenten an den Grenzpunkten fo gegeben 
ift, daß die Gleichung: 


cef+bf’+af"=0 (F) 
ſtattfindet; fo ift die gefuchte Curve noch eine ebene. — Denn mul- 
tiplicirt man die Gleichungen (C) refp. mit: 

day de 

ds’ ds’ ds 
und addirt die Probufte; jo erhält man: 
(ay— be +f)de+(er— az t+f)dy+lbz—cy-+ f")dr=0, (G) 
und wenn der Anfangspunft in irgend einen Punkt der burch bie 
Gleichungen: ' 

ay—bz+f=0, &-a+tf=0 

ausgeprüdten Geraden verlegt wird; fo ift leicht einzufehen, daß we⸗ 
gen ber Relation: 

cef+bf +af = ⸗ 
f=f=f =0dilt, und mithin die Gleichung (G) wieder auf bie 
frühere Form: u 

(ay — bz) da - (cx — az) dy + (bz— cy) dr = U 

rebucirt wird. — Im biefem Falle ift alfo bie gefuchte Curve noch 
ein Kreis. — 


Wenn die Grenzpunkte nicht gegeben find, fonbern nur auf 
zwei gegebenen Flächen: 


v=0, w=0 
bleiben müfjen; fo find die Glieder mit: 
öro, dYo, 620, I, Iyı, 02 
offenbar: 











2 
d.’ 
8 — &c. (7 4 &c., 
1 


welche fich wegen ber Gleichungen (B) auf: 
adzo + bdyo + cd2o, 
adr, + böy, + c03; 
reduciren, und ba die Variationen: 
Öx0, &c, dx, &e. 
burch bie Gleichungen: 


duo du 
dro tz a 





20 =0, 


Fo dx 43 nn 


verfnüpft find; fo geben die Glieder mit diefen Variationen die Glei- 





chungen: 
1 duo _1 duo — 1 
a’ do b’dyo c 
a dr, b° dy, C 


Da aber die Gleichungen: 
Yo=(0, A, =0, 


un Allgemeinen geben: 


ay—butf=0, cæo - aꝛ f=O, 
ay — ba +f=0, cs —ası +f'=0, 


fo erhält man durch Subtraction: 


b2, — cyo +f'=0, 
bz, — ey f'=0, 
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&ı —%o _ Yı = Yo _ 231,230 
m TU TI, 


a b. c 


woraus in Verbindung mit den obigen Gleichungen folgt: 




















1 duo _ 1 duo __ 1 duo 
1— din YYy MY Z1—2%o do’ 
(H) 
1 du, 1 du, __ 1 du, 
1 — 2 da Y—yo  dyı 21 20 da ' 


Hieraus fieht man: daß die Verbindungslinie der Grenzpunkte 
auf den Grenzflächen fenkrecht, und ihre Länge mithin ein Mini- 
mum ift. — 

Wenn die Minimumscurve ihre Grenzflächen berühren muß, 
fo find die obigen Schlüffe nicht mehr anwendbar, und bie gefuchte 
Curve ift im Allgemeinen fein Kreis mehr; man kann aber aus ven 
außerhalb des Integralzeichens ftehenven Gliedern ein intereffantes 
geometrifches Theorem in Bezug auf die Lage der Oskulationsebenen 
an den Grenzpunften ableiten. — Denn nehmen wir der Einfachheit 
wegen die Grenzpunfte als gegeben an, jo lautet vie Aufgabe: 
„Zwiſchen zwei Bunften, wovon jeder auf einer bejonberen Fläche liegt, 
eine Curve von conftanter Krümmung zu ziehen, welche dieſe Flä- 
hen in ihren Endpunkten berührt, und deren Länge ein Mini- 
mum tft.” — 

Da die Grenzpunkte feft liegen, jo ift wieder: 


or, dy—0, d20,—0, oa =0, öyı —=(, d2, =(), 


und die außerhalb des Zeichens f ſtehenden Glieder geben wieder 
bie Gleichungen: 


‚(Pax ddr, d?y dödy , d’z döz 
tr” 

(D) 
2, (22. Br 2y au | de 0) 
ds?’ ds "ds? ds ! dr’ de), " 


Da aber die Tangenten der Curve in ihren Enbpunften nach ber 
Boransjegung in den Berührungsebenen ver Grenzflächen liegen, ſo 
hat man bie Gleichungen: 
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ze 7), duo + Zu0 au (2) 
455 dyo \d 425 
au ) du 3 du, =) 
dt, *6 + dyı + dz, =, 


woraus leicht erhellet, daß die Variationen : 


(2). (Er), (= 


durch die ©leichungen: 


duo =E) dw =) duo (= doꝝg __ 
dr, Day dyo ( + dzo \ ds =0, 


2, —⏑— 


vernüpft find. — Wenn man mitteljt diefer Gleichungen zwei ber 


Bariationen: 
(), (2), (F), 


aus der erften der Gleichungen CD) eliminixt, jo erhält man: 








dz d’y dy d’z\ dw dz dx dx d’\ dw 


as’ de ds’ ds?) do ds’ dt ds’ dst),dy 
2 2 
+(3 d’z dz d’y\ dw —(, 








ds’ ds? ds’ ds?) dxo 
und eine ähnliche Gleichung findet offenbar auch für den andern End⸗ 
punft der gefuchten Curve ftatt. — Hieraus fchliegen wir: daß, wenn 
die Curve den Bedingungen ver Aufgabe gemäß befchrieben ift, bie 
Dsfulationsebene an jedem Ende verjelben auf ven Grenzflächen nor⸗ 
mal iſt.*) — 


*) Den Gleichungen (D) wirb au dur 40,0, A, 0 genügt; allein 
bei diefer Annahme wird bie gejuchte Curve, mie wir gefehen haben, ein 
«Kreis, und man kommt folglih auf ein unmögliches Reſultat. — In der 
That hätte man in biefer Vorausfegung mit einem gegebenen Halbmeſſer einen 
Kreis zu befchreiben, welcher durch zwei gegebene Punkte gebt, und zwei gege⸗ 
bene Ebenen berührt! — 
15 
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Zum Schluß wollen wir noch bemerken: daß vie für ven Ball, 
wo die Lage der Grenztangenten unbeftimmt it, gefundene Auflö- 
fung beim erjten Anblid eine Ausnahme von der allgemeinen Theo⸗ 
rie (S. 140) zu bilden fcheint; denn nach diefer Theorie Könnte man 
annehmen, daß bie Auflöfung unbeftimmte Gonftanten enthalten 
muß, weil die Sleichungen, welche durch die außerhalb des Integral- 
zeichen ſtehenden Glieder geliefert werben, durch: 


Ko = 0, Y — 0 


erfüllt werben. — Diefe Ausnahme ift jevoch nur fcheinbar, und 
bat ihren Grund darin: daß vermöge der befondern Art, wie A’ in 
ben Gleichungen (C) vorkonmt, jede der Gleichungen: 


Ko = 0, Yı =(0 
in der That die Stelle von drei ©leichungen vertritt, was am beut- 


lichiten erbellet, wenn man die Sleichungen (C) zum Quadrat erhebt 
und abbirt. — Denn auf dieſe Weife erhält man, wie leicht zu fehen: 


—m? lay—br+f)? +ler—azs+f'? +08—ey+f”)?}. 


Wenn alfo A für irgend ein Werthefpften von x, y, 2 verſchwin— 
det; fo muß biefes Syſtem offenbar den drei Gleichungen: 


ay—bz-+f=0, ca —a+f=0, bE—cy+f"=0 
genügen. — 
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Fünftes Hapitel. 


Ueber vielfache beſtimmte Integrale im Allgemeinen. 


90. Die Schwierigkeiten, welche ſich bei Anwendung der Varia⸗ 
tionsrechnung auf Probleme darbieten, wobei vielfache beſtimmte 
Integrale vorkommen, entſpringen hauptſächlich daraus: daß die Gren- 
zen, welche bei vielfachen Integralen angewandt werben müſſen, in 
der Regel von ganz anderer Beichaffenbeit find, als bie bei einfa- 
chen Integralen. — Bei allen bisher betrachteten Integralen war die 
befondere Deichaffenheit der Grenzen auf ven Proceß der Integration 
jelhft von feinem Einfluß, weil vie Integration als ſchon vollzogen 
gevacht wurbe, ehe die Grenzen in Betracht kamen. — So haben 
wir 3. DB. gefehen: daß bei ver Beftimmung ver Variation eines 
einfachen Integrales die von der. Variation der Grenzen herrüh- 
renden Glieder von dem Integralgeichen ganz frei find — und bes- 
halb wie gewöhnliche algebraifche Größen behandelt werben Tünnen. 
— Bei vielfachen Integralen verhält fich die Sache jedoch anders, 
indem bier jede der fucceffiwen Integrationen als in fich völlig be- 
ſtimmt vorausgeſetzt wird, d.h. es wird dabei vorausgeſetzt: daß nach 
jeder Integration, ehe zu ver folgenden gefchritten wird, die Verän⸗ 
verliche, nach welcher integrirt wurde, ziwifchen gewifjen beftunmten 
Grenzen genommen wird, welche im Allgemeinen Bunctionen ber 
übrigen Veränderlichen find. — Offenbar ift vie Befchaffenheit ver bei 
jeder Integration angewandten Grenzen auf die folgende Integration 
von Einfluß, weil die Form der Function unter dem folgenden Inte⸗ 
gralzeichen davon abhängt. — Es ift deshalb zu erwarten, und auch 
wirklich ver Fall: daß bei der Bariation eines vielfachen Integrales 
bie von der Variation der Grenzen herrührenden Glieder nicht von 
em Zeichen | frei find, wodurch befondere Schwierigfeiten bei ber 
Löſung der Aufgabe entitehen. — 
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91. Da eine Hare Einficht in das Wefen und vie Bedeutung 
eines vielfachen Integrales für die Zwecke der Variationsrechnung 
durchaus nothwendig ift, fo wollen wir die durch ein folches Integral 
ausgedrückten verſchiedenen Operationen näher erörtern — und zwar 
erftens in der allgemeinften Bedeutung, und dann zweitens 
in dem mehr beſchränkten Sinne, in welchem ein folches Integral 
in der VBariationsredhnung vorkommt. — 

Der Beftimmtbeit und Klarheit wegen wollen wir das brei- 
fache Integral: 


a ( Yı [ 3ı 
um ij | | . Vazdydz 
70 yo „30 


betrachten, worin Veine Function von z, y, 2 iſt. — Dafjelbe drückt 
folgende Operationen aus: 1) die beftimmte Integration nach 2, 
wobei die Grenzen gewiffe Functionen von x und y find; — 2) 
bie beftimmte Integration nach y, indem bie Grenzen gewiſſe Func⸗ 
tionen von & find, — und 3) bie beftimmte Integration nad x, 
wo die Grenzen gewiffe Eonftanten find. — Wenn dieſe Functionen 
und Conjtanten unabhängig von einander find, fo wird das Inte⸗ 
gral in feiner allgemeinften Bedeutung genommen; allein in dieſem 
allgemeinften Sinne haben wir hier ein folches Integral nicht zu un- 
terfuchen, weil! bei allen Aufgaben, worauf die Variationsrechnung 
in ihrem gegenwärtigen Zuftande angewandt wird, folche Integrale 
nicht vorkommen. — 

92. Wir werben daher das vielfache Integral hier in dem 
mehr befchränften Sinne betrachten, in welchem es bei ven Aufgaben 
ver Variationsrechnung, und überhaupt bei den meiften Aufgaben 
vorfommt — nämlich wo die Grenzen als fo beſtimmt vorausgeſetzt 
werben: daß das Enodrefultat die Grenze der Summe ver Ele- 
mente Vardydz für alle Werthefpfteme von x, y,z aus: 
prüdt, für welche eine gegebene Function @ (z, y, 2) das 
Zeihen nicht ändert, d. h. für melde: 


9%, y,2)>0 ver <O 
ift.*) — Wir haben alfo zunächſt zu ſehen, wie dies thunlich ift. 


*) Der Kal zweier Grenzfunctionen ift leicht auf den obigen zurildzu- 
führen, wie man fpäter fehen wird. — 
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Bekanntlich drückt ein beftimmtes Integral wie: 


*1 
, Vdz 
x0 


bie Grenze der Summe ber Elemente Vdz für alle zwiſchen 20 und 
2, liegende Werthe von z aus. — Wenn aljo das Integral diefe Summe 
für alle Werthe von z ausprüden foll, welche mit einer gewifjen Bor- 
ausſetzung verträglich find; fo ift Har, daß man als Integrations- 
grenzen bie äußerften Werthe von 2 nehmen muß, welche mit 
biefer Borausfegung bejteben Türmen. — Da nun Functionen über- 
haupt ihr Zeichen Nur ändern, wenn fie durch Null, ober durch 
das Unenpliche gehen; fo leuchtet ein, daß man dieſe äußerſten 
Werthe von 2, welche die Grenzen der Integration nach 2 find, findet, 
wenn man p (z, y 2)=0, der ꝙ (2, y z2)=w fest. — Diefe 
legte Annahme übergehen wir, weil fie felten in der Praxis vorkommt 
— und es feien zo, z, die Werthe von z, welche die Gleichung: 


p(2, y 2)== 0 


als die Integrationsgrenzen für z gibt, und im Allgemeinen. Func⸗ 
tionen von x und y find.*) Es fei: 


*) Wenn bie fiir = aufgelöfte Gleichung %(z, y, z) = 0 mehr alg zwei 
Werthe: 
2, 2, .... 26) 
gibt, und p bei jedem derſelben has Zeichen ändert; fo hat man, wenn * 
gerade ift, offenbar: 


J. Vdsa⸗ IH Vaz-+ ſ. Vdz-+ &c. 2 PL 


wo alsbann jebes biefer Integrale wie: 


2 
Vaz 


. 30 
im Terte zu behandeln iſt. — 
Wenn n ungerade ift, fo ift das letzte Integral ber vorhergehenden Reihe: 


& 
|. (n) Vdz. 


Ferner ift einleuchtend, daß jeder Werth von z, welcher der Gleichung: 

oO (2, 2 V⸗ 2) = 0 
genügt; aber bei welchen 5(2,9, 2) das Zeichen nicht ändert, unberütfichtigt 
bleiben muß. — 
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4 
„= [ Va, 
a) 


und wir wollen bie mit den Bebingungen der Aufgabe verträglichen 
Werthe jeder Veränverlicden mögliche Werthe nennen. — Da x, y 
bei der Integration nach = als conjtant angejeben werben, fo be- 
beutet Y, offenbar die Grenze der Summe ver Elemente Ydz für 
alle die möglichen Werthe von z bei beftimmten Werthen von z 
und y. Wird dieſe Größe nun mit dy multiplicirt und zwifchen ven 
äußerften Werthen von y integrirt; fo iſt das Refultat: 


Yı 
[ Vi dy 
Yo 


aus demſelben Grunde bie Grenze der Summe ber Elemente Vıdy 
für alle die möglichen Werthe von y, welche einem gegebenen 
Werthe von z entſprechen — und folglich bie Grenze der Summe 
ber Elemente Vaydz für alle die möglichen Werthefyfteme von y, z 
bei einem gegebenen Werthe von x. 

Die äußerſten, d. 5. die größten und Fleinften WWerthe 
von y bei einem gegebenen Werthe von x werben offenbar gefunden, 
wenn man bie Gleichung: 


9(%, y, 2) =0 
in ber Vorausfegung eines conftanten = bifferenziirt, und dy = 0 
ſetzt. — ©o ergibt ſich: 
Fr dy + * dx — 0, 
oder weil dy= iſt: 
dp 


— =(, 


dz 


Die Grenzen für y ergeben fich alfo durch Elimination von z 
zwifchen ven Gleichungen: 


non #_ 
p=(, 5* O. 
Das Reſultat dieſer Elimination ſei: 
Pu(G, ) 0, 


um 
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jo ergibt ſich durch ganz ähnliche Schlüffe, daß die Grenzwerthe von 
x dur Elimination von y zwifchen ven Gleichungen: 


d 
9 =0, a 


gefunden werben. — Da aber 9, (x, y)=0 das Refultat der Eli⸗ 
mination von z zwiſchen p(z, y, z) = 0 und einer andern Glei- 
hung ift, fo hat man: 


= 
+2 deze’ dy =0, 
oder wegen: 


Die Grenzwerthe von x ergeben fich demnach durch Elimination von 
y und 2 ziwifchen ven brei Gleichungen: 

do, I _ 
0, ds 0, day 

Man hat alfo folgende Regel: 

1. Dei der erften Integration nach z ergeben fich tie Grenz⸗ 
wertbe von z aus der Gleichung: 


9 — 


(, , I. 


2. Bei der darauf folgenden Integration nach y erhält man bie 
Grenzwerthe von y aus den Gleichungen: 


0 9 _ 
P=(, dz =0 


burch Elimination von 2. — 


3. Dei ver letzten Integration nach x erhält man endlich bie -. 


. Grenzwerthe von = burch Elimination von y und z zwiſchen ben 
Gleichungen: 
_n YP_n 9 _ 
9 — 0, dz =(, dy 


93. Beifpiel 1. Mean foll ven Werth des auf alle Werthe- 
fufteme von z, y, z, welche die Function: 
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19 45 —1 
negativ machen, erjtredten era: 
u [[jdraydz 
finden. 


1. Integrirt man zuerſt nach 2 zwiſchen ben Grenzen: 


z=+tc vı-5-%). 
fo findet man: 


„=: | V (i-5 - 37) a2ay. 


2. Integrirt man hierauf nach y, indem man fekt: 


y=bsind v(-5): 


fo ergibt fih das unbeftimmte Integral: 


Ne ay= 


ze (1-3 ar) eresin. 3/C=E) Hy (-5-H)l 


Die Orenzwerthe von y ergeben fich nach dem Obigen durch Elimination 
von z pwiſchen ben Gleichungen 5 @, y, 2 = 0, Erg, 
d. h. zwiſchen 


2 +5 —-1=0, =0, 


ı=t3V/ (1-7); 
uuabe |(1 -5 dx. 


und find its 


folglich ift: 








233 
3, Diefer Teste. Ausdruck ift enblich noch nach 2 zu integriren, 


indem fich die Grenzen von x durch Elimination von y und z aus 
den &leichungen: 


oder: 


ergeben, wodurch man erhält — + a; folglich: 
u= > .abc. 
Beifpiel 2. Man foll ven Werth des Integrales; 
u=S[fta? + y’)drdydz 


finden, wenn ꝙ (x, y, 2) biejelbe Form wie vorhin hat. 
Hier ift wieder: 


u=2cjjte" +y”) va 5 — dırdy, 
und wenn man wieber jet: 
yabsndy/(1 -5); 
fo erhält man: 
Hl -EE)W= 
|=’ +5°(1 7) sin 1>(1 -5) c08?0d0, 


und da die Grenzwerthe von 9 offenbar + 3 find: 


fe+nvVt-#-in#- 


7 zT 
2 7 2,2 7 
bzx? (1 — =) . co829d0 + X — =) sin?9 cos?Hdad. 
1 -7 
. 19* 
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alfo endlich: 
+0 2 a 2\ 2 
umade.| (1 -)datamite.| ’ (1-5 —— abc(a?-+b?). 


94. Wir haben im Vorhergehenden das dreifache Integral aus 
einem rein analyfifhen Gefichtspunfte betrachtet, theil® um das 
Geſagte leicht auf beliebig vielfache Integrale auspehnen zu können; 
und theils um die Meinung zu befeitigen, daß geometrifche Betrach⸗ 
tungen hierbei durchaus nothwenpig feien. — Gleichwohl find 
ſolche geometrifche Betrachtungen fehr dazu geeignet, dem Anfänger 
bie Unterfuchung zwei⸗ und breifacher beftimmter Integrale zu er- 
leichtern. Wenn z. B. 9 (x, y, 2)=0 die Öleichung einer Oberfläche 
ift, welche einen endlichen Körper umfchließt; fo drückt 9, bie Grenze 
der Summe der Clemente Vdz für alle Punkte. des Körpers aus, 
welche zwifchen vier Ebenen liegen, wovon zwei in den Abſtänden y 
und y+-dy zu ver Ebene der zz und zwei in ven Abftänden = und 
z-+ dr zu der Ebene der yz parallel find. — Ferner drückt V, bie 
Grenze der Summe ver Elemente Ydrdy für alle Punkte des Kör- 
pers aus, welche zwifchen den in den Entfernungen z und 2 + dır 
zu der Ebene der yz parallelen Ebenen liegen; und endlich drückt Vz 
oder [ff Vdxrdydz die Grenze der Summe ber Elemente Vdrdydz 
für alle Bunte des Körpers aus. — Sp drüdt z. B. das Integral: 


1) " dxdydz 
0 


ven Inhalt eines Prismas aus, welches parallel zu ver Are der z 
eine enbliche Yänge hat, und deſſen beide andern Dimenfionen un- 
endlich Elein find. Das Integral: 


Yı 3 
| 1) dxdydz 
Yo J% 


dagegen brüdt ein Körperftüd aus, wovon zwei Dimenfionen enplich 


und die dritte unendlich Kein ift — und endlich brüdt das Inte - 


gral: 
⁊1 (Y fa 
[ | \, dxdydz 
0 J Yo ./ %0 


ven Inhalt des ganzen Körpers aus, — 


u 
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Endlich ift einleuchtend: daß bei der Ermittelung des Werthes 
vielfacher beſtimmter Integrale die Reihenfolge der einzelnen Integra- 
tionen gleichgültig ift; denn das Endreſultat ift ſtets daſſelbe, nämlich 
bie Grenze der Summe ber Elemente Yardydz für alle Werthe von 


2, y, z, welche mit der Bedingung @ (2, y, 2) Z 0 verträglich find, 
— Dies findet nicht bei allen beſtimmten Integralen ftatt, ift aber 


nothiwenbig, wenn bie Regeln der VBariationsrechnung darauf an⸗ 
wenbbar fein ſollen. — 


Meber die Vertauſchung ver independenten Deränderlicden in 
vielfachen Integralen überhaupt. 


95. (1). Wenn in einem doppelten Integrale bie indepen- 
denten Veränderlichen x, y in x’, y’ umgefegt werben follen, und 
es iſt: 

dx = Pdz’' + Qady 
dy =P'dr'-+ Qay); 
fo ift die Größe, welche für dedy gejegt werben muß, befanntlich 
folgende: 
(PO’ — P’O)da'dy.. 

Wenn ferner in einem dreifachen Integrale für die unabhän- _ 
gigen Beränverlihen x, y, 2 brei neue x’, y’, z eingeführt werben 
follen, und es ift: 

dx= Pax + Qdy + Rdr, 

dy=P'dx' + Q’dy' + Rdr, 

dz =P"dx + Q’dy’ + R’az; 
fo muß befanntlich für dxdydz die Größe: 
LP(O’R" — d’R) + P'’(Q’"R—QR") +P"(QR—QB)} dx’dy'dz’ 
fubftituirt werden. — 

Allgemein, wenn in einem n fachen Integrale für die n inde- 
penventen Veränderlichen 2, &2, ... 2. eben jo viele andere inde- 


penvente Veränderliche &',, X, ... x, eingeführt werben follen, und 
es iſt: 
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zwei Veränberlichen x, y enthalten, kann man entiweber zwei neue 
Deränderliche anwenden, oder die beiden erjten Integrale müffen 
auf x und y rebucirt werben, was hier gefchehen fol. — 

Geſetzt, es follte das — 


in ein anderes von der Me : 
SI Mdxay 


transformirt werben; fo ift blos = für z einzuführen. — Da num 
bei der Integration nach z F 


ve ver)” 


und bei der nach = in: 
Sf Maydı 


bie Größe y ale conjtant behandelt wird; fo bat man offenbar bie 
Gleichung: 


dp dp , _ 
IX de 4 En dz—=(), 


d d 
woraus erhellet, daß die abfoluten Werthe von 78 und de 


einander gleich find, — Weil aber bei ver bejtimmten Integration 
bie Ineremente dx, dz immer als pofitiv gedacht werben, fo ift 
einleuchtend, daß die für dz zu fubftituirende Größe folgende ift: 


d 2 
ve —— de . 
m. vee) j 











Man hat alfo in 


ir 
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und ebenfo: 


6 ver 


93, .. ) 0 
ergebe ſich durch Differenziren: 
dz = pdæ + gdy, 


(B) 


Aus: 


fo iſt: 


dp __ dp dp dp 


da Fa’ dy 1’ 


und wenn man biefe Werthe in bie Gleichungen (B) ſubſtituirt; ſo 
findet man: 


d. 
PP; 
9 (Pı —Po)dyk = (ee) 2 dy = — BTZ TEN dıdy, 
(=) V dz? ) 


0a 
f 1) (A —Q)dxdz (3, dıı = — ve) A J y, 
ve) (4) (Er) (0) 


Stk —RBo)dedy= .... ......... 








Symmetriſche Ausdrücke, welche zuweilen nützlich ſind, ergeben ſich 
aus den Gleichungen (A), wenn man ſetzt: 


ds? = dx?dy? + dr?dz? 4 dy?dz?, 
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und man fieht leicht ein, daß dieſe Gleichungen auf die Form: 


SP — Pdydı = || Pa GE as, 


SQ — U) drdz = 9 I 02 1 (D) 


CR, — Ro)drdy = E li RATE 
gebracht werben können, wo: 
p?\-} 
2= (Er + 
ift. — 
Diefe Formeln ergeben fich auch Teicht geometrifch. — Denn 
wenn: j 
9(l2,y DI= 0 
bie Gleichung einer krummen Fläche, ds ihr Flächenelement und «, 
ß, y die Winkel darftellen, welche die Normale mit den Coordinaten⸗ 
axen macht; fo ift klar: daß man innerhalb der ganzen Ausdehnung 
bes Integrales ([Pıdydz hat: 
dydz = cosads, 
und in der Ausdehnung des Integrales [[Podydz dagegen: 
dydz = — cosads; 


folglich: 
SIS(Pı — Po)dydz = ff Pcosads, 
und ebenfo: 
SS (Qı — QArdxdz = ff Qcospds, 
SR, — Ro)dzdy = [f Rcosyda, 
welche vrei legten Formeln offenbar mit (D) iventifch ſind, weil: 


2 
det +5 
cosß = &e. 
co8sy = &c. 


ift, wo die Wurzelgröße poſitiv genommen werben muß. — 
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96. Es ift bei Aufgaben, worin vielfache Integrale in Betracht 
fommen, oft nothwendig, bie Grenzen fo zu beſtimmen, daß das Re⸗ 
fultat die Grenze der Summe der Elemente: 


Yaxdydz ... 


für alle Werthefyfteme der Independenten ausdrückt, für welche zwei 
gegebene Functionen: 


9%, 9% 2%...) VE, Y 2%...) 


entgegengejegte Zeichen befommen. — Dieſer Fall läßt fich jedoch 
burch eine ganz einfache Betrachtung anf den früheren Fall zurüd- 
führen. — Gefegt, das gegebene Integral foll auf alle Wertheſyſteme 
von ©, 9%, 2, ... erftredt werben, welche den Bedingungen: 


9(2,9 2%. .I<O0, Ya, Y,2..)>0 


genügen, wobei im Allgemeinen vorausgefegt wird, daß jenes Werthe- 
ſyſtem, welches der Bedingung: 
p(2, % 2,..)>0 
genügt, auch der Bedingung: 
Hz, y 2,..)>0 
Genüge leiftet — und ebenfo in Bezug auf die Bebingungen: 


Ur, y 2%...) <O 
und: 

p(%, Y, 2,...) <0; 
fo ift offenbar: 


If... Vardydz...= (ff... Vardydz..)— [[fJ... Vardydz...], 


wo das Integral zwifchen () auf alle Wertheſyſteme von x,Y, z,... 
ausgedehnt werben muß, welche p negativ machen, und das Integral 
zwifchen | ] auf alle Wertheſyſteme, welche pP negativ machen. — 
Das gegebene Integral ift alfo auf zwei andere rebucirt, wovon jedes 
nach den Vorfchriften des frühern Falles behandelt werden kann. — 
Auch der jekige Fall Tann geometrifch erläutert werden, wenn das 
gegebene Integral ein zwei- oder breifaches if, Im dem Falle 
einer Grenzfunction muß Das Integral: 
16 
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| Vdædy ober [If Vdædyde, 
wie wir geſehen haben, durch den ganzen, von der Curve, oder Fläche: 
270 


eingeſchloſſenen Raum erſtreckt werden, während in dem gegenwärtigen 
Falle dieſer Raum der zwiſchen den beiden Curven, oder Flächen: 


g=0, vy=0) 
liegende ift — und die Bedingung: baß jedes Werthefnftem, welches 
ben Bedingungen: 
P>V oder y<0 


genügt, auch den correjpondirenden Bedingungen: 
v>0 vr pg<0 


Genüge leiſtet, beiteht, geometrifch ausgebrüdt, darin: daß bie 
Curve, oder Fläche: i 
v0 

von der Curve, oder Fläche: 
| g=0 
ganz umſchloſſen wird. — 

97, Das vorhin in Bezug auf ein breifaches Integral Ge— 
ſagte läßt fich ohne Schwierigfeit auf ein beliebig vielfaches Integral 
anwenden. — Zu dem Zwecke braucht man mur für die boppelten 
Integrale: 


SScPı — Po) dydz, SICQı — Qo) drdz, &e. 
bie vielfachen Integrale: 
Sf... (Pi — Po) dydedt ... 
IT --.. (Qı — Qo)dxdedt... 


&c. &c. 

und: 

ds? = dr?dy?dt?... + da?dz?dt?... + dy?dz?’dt?...+ dır?dy?d2?... 
+ &c., 


zu jegen. — 
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Die Formeln (C) und (D) werben leicht dem Falle eines dop⸗ 
pelten Integrales angepaßt, wenn man y entfernt und y für z in 
das Reſultat jest. Alsdann werben bie beiden erften ver Gleichungen 
(C) und (D) offenbar: 


dp — 


er 
IQ — U) de == en ee 


wo der Werth von = durch Differentiation der Gleichung: 





Im 


og, y)= 0 
== Ylda? + dy?) 


und: 


erhalten wird. — 


Schötes Kapitel. 


Darintionen der Sunctionen von zwei und mehr unabhängigen 
Deränderlichen. 


Aufgabe l. 


98. Wenn u eine unbeftimmte Function von beliebig vielen in- 
bepenten Veränderlichen x, %, 2, ... ift, die Totalvarition des Dif- 
ferentialquotienten: 

detrtpte., 
dx” dy* dar ... 
zu finden. — 

Aufl. Diefe Größe kann fich offenbar nur auf zwei ver— 
[hiedene Weifen ändern; nämlih: 1) in Folge von Werth3- 
änderungen ber independenten Veränderlichen x, y, 2, ... und 2) in 
Folge einer Kormänderung der Yunction u. — Die ven unenblich 
Heinen Werthsänberungen dx, dy, dz, ... der indepenventen Ber: 
änberlichen x, Y, z, . .. entfprechenden Aenverungen des gegebenen 
Differentialquotienten find offenbar: 


dr+i+rtrt+&c. 73 
rm — Ur, 
da" ridy® der... 

drtrtitrr&c, 


da"dy"*'dzr ... ay, &e. 


Da ferner das Symbol: 


detetp+tc. 
dardy" dar... 


— —⸗ 
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der Bebingung: 

F.P+F.vy=F(p-+%) 

genügt, fo hat man nah Nr. 5 für die von ber For mänderung 
von «ws allein berrührende Aenderung des gegebenen Differentialquo- 
tienten: 

demtrtec _ dr + Sy 


und folglih nach Nr. 6 für die gefuchte Totalvariation: 


Ö. 


detr+rte.y, dentite+p+ee. ,, drtstHi4r+c, 
"dardyr der...  detidyr der... der dardy"+!dar .. wre 
(A) 

detaterec. Sy 


+ da”dy" der... 


Aufgabe II. 
99, Die Totalvariation des Ausdruckes: 


du du du d’u d’u 
v=f(»4%...05, dy’ Ge’ der dein") 


zu finden, wenn f eine beftimmte Function ver eingeflammerten 

Größen bebeutet, x, Y, 2, ... beliebig viele invepenvente DBerän- 

verliche find und w eine unbeftimmte Function berfelben ift. — 
Aufl. Wenn wir ver Kürze wegen 


dV 
dntn+ptc ,, 
" dardy” dar... 
durch: 
V: u 2. .. 
und; 


dv dv av a 


de’ dy’ das’''"du 

reſp. Durch: 

X, Y,Z.. V 
bezeichnen; jo Haben wir: - 
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dv=Xdr-+ Ydy-+ Zds+ &c. 4 Udu 
du du du du d’u 
+ Vz dat V. d. ag Vd. dz +&c+ Vızd. 7 + V, ray -t+&c. 


Bekommt nun x den unendlich Heinen Zuwachs dx, indem bie übri- 
gen Independenten y, z, ... jowohl, als die Form ber Yuncion 
ungeändert bleiben; fo \ bie entjprechenbe Bu von V offenbar: 


(x+,% + Ver Er 24 Ve A⸗ ie Aadz T ge 


+ va a 4 Yan en SE + &c. .) de, 


was ber Kürze wegen durch: 


(2) de 


bezeichnet werben ſoll. — 
Ebenfo ift, wenn y das unenblich Heine Increment dy bekommt, 
pie entfprechende unendlich Kleine Aenderung von V: 


dv 
dy dy, 


u. f. f. für die übrigen Independenten. — 
Aendert fich endlih die Form ver Yunction u, während alles 
Mebrige conjtant bleibt; fo hat man nah (5) in Nr. 7, da Veine be> 


ftimmte Function von 2, y, 2,...u, iR „... üt, offenbar: 


d’u 


du du 
= — — d. — 
IV=Uu4 Vi. HT + VO + vad. U 


Setzt man hierin für: 

du du 
de’ dy’ 
ihre Werthe nach Aufg. I und bildet nach dem allgemeinen Priuripe 


d. 
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in Nr. 6 die Summe der Bartialänderungen; fo erhält man enb- 
lich als die gefuchte Totalvariation: 


D’V= (Ze + at (z da + &c. 


+ Döu + v, — ua? DL ge. 


(A) 


d?du d’du 
re Ya a dxdy *8. 


Die eigentliche (reine) Variation von V, d. h. die, welche von der 
bloßen Form änderung von w herrühtt, ift offenbar: 


+7, et y, ze + &c. 





9V/=Vu+PVy m 


d?du d?öu 
+ Va ——- dr? + Yy daay T &°- 


100. Wenn man ein boppeltes Imtegral betrachtet, fo pflegt 
man 2 als die abhängige Veränberliche zu behandeln — und wenn 
man ſetzt: 

dV 
z=7 
fo hat man: 


dd d2 42 —7— 
— 28:47, E47, ytre at Von * * vs — 





Bei der Aufſuchung der Variation vielfacher Integrale werden wir 
der Einfachheit wegen uns auf die Betrachtung von doppelten und 
‚dreifachen Integralen beſchränken, weil fi) das dabei Geſagte leicht 
verallgemeinern läßt, und die Anzahl der Glieder des Reſultates mit 
jeder neuen Veränderlichen, fo vafch zunimmt, daß wir bei mehr ale 
drei Veränderlichen ſehr complicirte Formeln erhalten würben, welche 
von gar keinem praktiſchen Nutzen wären. — 

Aus demſelben Grunde werden wir vorausſetzen, daß V feine 
höhern Differentialquotienten al8 vom zweiten Grabe enthält, 

Aus den Unterfuchungen im vorhergehenden Kapitel erhellet 
leicht: daß der Werth eines vielfachen Integrales, in bem bort anges 
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gebenen befchränkten Sinne, von zwei weſentlich verſchiedene Elementen 
abhängt; nämlich: 1) von der Form ber Function ꝙ, welche bie 
Grenzen bejtimmt, und: 2) von der Form der Function V unter 
dem Integralzeichen. — Eine Aenverung in jedem biefer beiden Elemente 
bewirkt eine entfprechende Aenverung in dem Werthe bes Integrales 
— und die Totalvariation veffelben ift nach dem allgemeinen Brin- 
cipe in Nr. 6 die Summe ver Bartialvariationen, welche daher 
einzeln ermittelt werben müffen. 

Wir wollen deshalb zuerit bie von ber Formänderung ver Grenze 
function 9 herrührende Partialvariation fuchen, indem wir fucceffive 
ben Fall eines doppelten und ben eines dreifachen Integrales 


. betrachten werben. -— 


Aufgabe III. 


101. Wenn V eine Function der beiden indepenbenten Verän⸗ 
berlichen x, y tft, bie Variation des Integrales [[Vdrdy zu finden, 
welche von einer unendlich Kleinen Aenderung in der Form der Grenz⸗ 
function ꝙ (z, y) berührt. — 

Aufl. Wir wollen wieder annehmen: daß die für y aufgelöfte 
Gleichung: 

9, 9) 30 


nur zwei Werthe yo, yı für y gibt, und daß dieſe Werthe in Folge 
ber Formänderung von ꝙ reſp. werben y 4 dy, und yı + dyı; jo 
ift Har, daß die Variation des beftimmten Integrales bei der erften 
Integration durch: 


SVıdyde —f Voöyodr 
ausgedrüdt wird. — 
Um die Variation bei der zweiten Integration zu finden, ſetzen 


wir: 
y 
v- |, "Vay, 


und bie Variationen in den Grenzwerthen von ſeien dxo, dx; ſo 
erhellet ebenfo, daß die Variation bei der zweiten Integration aus- 
gebrüdt wird Durch: 


V, ör1 — VvoöX0 
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wo 9’, Vl die Werthe von V fr =, mb z=r, bebeuten. 
— Da aber zo, 2, durch Elimination von y zwilchen ben Gleichun⸗ 
gen: 


d 
=, 380, 


gefunden werben, fo iſt einleuchtend, daß für =xr, oder æ 
auch y—y ist. — Denn wenn g=0 als eine Gleichung mit 
zwei Wurzeln y= Yo, y==yı betrachtet wird, fo find dieſe Wurzeln 


befanntlich einander gleich, wenn 2 =0ift. — Wer die Werthe 


di 
z=X%, <=, genügen der Gleichung dy = 0, und machen folglich 


die beiten Wurzeln der Gleichung g=0 einander gleih. — Da 
alfo die Integrationsgrenzen in V’,, 9’, einanber gleich werben, fo 
ift offenbar 7, =0, V, =0, und mithin verfchwindet biefer 
Theil der Variation von felbft. 

Diefelben Schlüffe laffen fich leicht auf beliebig vielfache In- . 
tegrale ausdehnen. — Betrachtet man 3. B. das dreifache Integral: 


Sf Vardydz, 


24 
V’= [ Vda, 
2) 


fo erhellet ganz in der berfelben Weife: daß die Variation bei ber 
Integration nach y von ſelbſt verſchwindet. — Sekt man weiter: 


" Yyı [a 
v=]|. Vaydz, 
Y% 


jo ergibt fih in Bezug auf die Variation bei der Integration nach 
x dafjelbe Reſultat. — Hinfichtlich des Theile der Variation, wel- 
cher von einer Formänderung der Grenzfunction berrührt, Tommen 
wir demnach zu dem allgemeinen Aefultate: 

„Wenn V eine Runction von beliebig vielen inde- 
pendenten Veränderlichen z, y, z, ... tft, fo wird die Va— 
riation des beftimmten Integrals: 


SIT... VYaxrdyaz..., 


und jet: 


16* 
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welche blos von einer Aenberung in ber Form der Grenz> 
function p herrührt, ausgebrüdt durch: 


Ss ... V dz,drdy ... —|f. .. Voozzdzdy ... 


worin Vu, Vı refp. bie Werthe von V für 220, z=2 
bedeuten.“ — 

Es braucht wohl kaum bemerkt zu werden, daß die Reduction 
dieſes Theiles der Variation auf zwei Glieder nicht für alle viel- 
fachen bejtimmten Integrale ftattfindet, fondern nur bei der Kaffe, 
auf welche wir uns hier beſchränken. — 


Aufgabe IV. 


102. Wenn V eine beftimmte Function von: 


' dz dz d’z d?z d’z 
Ey ray’ a ag’ 


und 2 eine unbeftimmte Function von 2, y ift, die Variation des 
ftimmten Integrale [[Vdrdy zu finden, welche von einer unendlich 
Heinen Aenverung in ver Form der Function z herrührt. — ’ 

Aufl. Da die Grenzfundion p jegt als von unveränderli- 
her Form vorausgejegt wird, jo iſt Har, daß das Operationsſymbol 
SS dem Diftributiogefege genügt (Nr. 5), und man folglich hat: 


6. [\Yazdy = f[8Vardy. 
Sekt man num für SV feinen Werth aus Aufg. II, fo erhält man: 


el Vaxrdy = (A) 


dög ddz d2öz d?ö2 d?dz 
(fear. Vz, — — I, — dy 4V.2 — dr? +Y.y ray ray day? dady. 


Da aber bei der befondern Art beſtimmter Integrale, womit wir uns 
jetst befchäftigen, vie Reihenfolge ver einzelnen Integrationen gleich - 
gültig ift; fo ergibt ſich durch das Verfahren ver theilweiſen 
Integration: 
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iv en dxdy = [Vrdxdy — 1% 2 Sedady, 





Ss rm a2 „ dedy — (VY,dsde — 1% Y dedıdy, 





et Ay vn “ dy [FE azay 








=f Vz: u dy — Ze dedy-+- I < dzdrdy, 


d Von 








d?dg . 
—— de = nz: dadx+ IF —— 
oder wenn zuerſt nach y integrirt wird: 

a?dz av. 

Ir a dy=fViy =“ (72 ——: d2d + —— Urdrdy, 


Ss Pr Zr dzdy=| Ve y de FR 2dt + 5 Pr ggdray. 








In diefen Ausprüden find die Glieder mit einfachen Integralen ber 
Kürze wegen nur einmal gefegt; aber da bei jedem folcher Glieder 
die Operation ber beftimmten Integration als fchon verrichtet gedacht 
wird, jo muß eigentlich für jeves die Differenz zweier anderer gefett 
werben, wovon fich das eine auf den erſten und das andere auf ben 
zweiten Grenzwerth von 2 bezieht. — So z. B. müßte für [Vz özdy 
eigentlich gejeßt werben: 


(SV:dzdy)ı — (SVzdzdy)o, 


und ähnlich verhält es fich mit den andern Gliedern. — 

Wenn man nun die verfchiedenen, vorhin angeführten Glieder 
zufanmmenfaßt und fegt der Symmetrie wegen bie halbe Summe ber 
beiven Werthe von: 


d?dz 
ms day dxdy, 


fo erhält man: 
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3lfVdzdy— f (n-5 ae - LE a 2 dx 


AVPa⸗ 2 dö2 


Ar; _ U UVr | d’Ve 
+ (fe-® 4 ) ösazay. 


103. Ehe wir weiter gehen, müſſen wir noch ausprüdlich be- 
merken: daß ein Ausbrud wie: 


d02 
[Vıy Ir dr 


nicht ein zweites Mal theilweife integrirt werden fann, fo 
daß man etwa hätte: 


döz . AV, 
SViy Ir dx = V,y03 — f —* dad. 


Denn in allen Gliedern mit dem einfachen Imtegrafzeichen find ſchon 
zweierlei Operationen vorgenommen ; nämlich: 1) bie einfache Inte- 
gration in Bezug auf eine Veränderliche, z. B. y, deren Differential 
alfo verſchwunden ift — und: 2) die Subftitution einer Junction von 
x für y in das Refultat diefer Integration. Es ift alfo dz in dem 
Ausdrude: 





ia 6 

















SV Se de 


‘ , 1} ® 1} d 
feine Function von z und y, fondern nur von x; und mithin ift En 


welches ein in ver Vorausfeßung, daß dz eine Function von = und 
y ift, genommener partieller Differentialquotient nach x ift, nur ein 
Theil des Differentialquotienten nach x, wenn dz blos eine Function 
von z geiworden if. — Im der That, wenn ber vollftändige 


Differentialquotient nach x mit (7, Neezeichnet wird; ſo iſt offenbar: 


ddz döz , döz dy 
(= ee) de T dy de’ 
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wo der Werth von GI aus der Gleichung: 


ga, yY)=0 
herzuleiten ift.*) — 

104. Der obige Ausprud für I|jVdArdy befteht aus zwei we⸗ 
fentlich verjchievenen Arten von Gliedern — nämlich: 1) aus einer 
Anzahl theilweife integrirter Glieder, d. h. folcher, worin nur noch 
ein Imtegralzeihen vorfommt — und: 2) aus einer Anzahl völlig 
unintegrirter Glieder, d. h. folcher, welche noch das doppelte Inte- 
gralgeichen vor fi haben. — Was dieſe Legtern anlangt, fo geftatten 
fie offenbar Feine weitere Rebuction, weil darin nur eine unbeftimmte 
Bariation dz vorkommt. — Aber mit den Eritern müffen erſt zwei 
verfchievene Reductionen vorgenommen werden, ehe der obige Ausdruck 
von II Ydrdy angewandt werben kann — nämlich: 1) müfjen bie 
indepenventen Veränderlichen fo vertaufcht werden, daß man in allen 
biefen Gliedern nur nach derjelben Deränverlichen zu integriren 
hat — und: 2) muß die Anzahl der Variationen: 


5 döz döz 
ur 7 dy 
vermindert werden. — Denn da bie einfachen Integrationen 


nur auf folche Werthe von = und y erftredt werben, welche ver 
Gleichung: 
p(, )) 30 


genügen; ſo ſind dieſe Variationen nicht mehr alle independent 
von einander — und es muß deshalb ihre Anzahl ſo weit reducirt 
werden, daß die zurückbleibenden Variationen ganz unabhängig von 
einander ſind. — Wir wollen deshalb jetzt näher zeigen, wie dieſe 
beiden Arten von Reductionen ausgeführt werden können. — 


Auf gabe V. 
105. Die in dem Ausprude von IifVAxdy vorkommenden 


*) Die obige Bemerkung rührt von Poiſſon her (Mem de YInst,. Tm. 
VII p. 296). Lacroix bat buch Nichtbeachtung verfelben für die Variation 
eines boppelten Integrales einen unrichtigen Ausbrud gegeben (raid < du 
Calcul Diff. et Int. tm. II. p. 785). 
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einfachen Integrale auf andere zu rebuciren, worin bie Integration 
in Bezug auf diefelbe Veränderliche gefchieht. — 

Aufl. Diefe Reduction läßt fich leicht mittelft ver im vorher⸗ 
gehenden Kapitel entwidelten Formeln bewerkftelligen — und man 
kann nach dem bort Gefagten immer annehmen, daß in ven rebucirten 
Integralen x die indepenvente Veränverliche if. — Da aber nad 
Nr. 97 allgemein: 


d d 
f(p, — PoJdy=— |PFE. 


it, fo hat man: 


dv, dy. dd 
So Het nn 





— —— a ddz ri = 
worin der Kürze wegen * iſt: 
dp 
dy 


Hiernach findet man: 





d d 
öffydrdy = ((tir+8 “tn 7) kdæ ſſQordædy, (C) 
wo: 
dVꝓ d V. dV. d 
=, - Er (n7 - 47 ri I 


dı d 
n=Va-4Vagı, E=4Pn— 4 


4 d? Yyı a? Vyz 
dx? dady T dy? 











dv; -72 14V Vz 


2D=Z— dr 


dr 
9 (z, y) =( 


gefegt und ber Werth von "2 aus der Gleichung: 


abzuleiten ift. — 
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Aufgabe VI. 


106. Die Anzahl der in dem Ausprude von AſVdædy unter 
dem einfachen Integralzeichen vorkommenden Variationen: 


döz döz 


d3, Ir?’ — 


ſo weit zu verkleinern, daß die zurückbleibenden indep endent von 
einander ſind. 

Aufl. Bezeichnen wir den vollſtändigen Differentialquotien⸗ 
ten von dz nach =, in der Vorausſetzung: daß x bie einzige inde⸗ 


pendente Beränderliche ift, wieder mit @) fo haben wir: 
döz ad: 
— — er er 2 ’ 
und mithin ift in den einfachen Integralen: 


* - (2 Fe 


Subftituirt man diefen Werth in: 


döz 
4 


und integrirt das lieb: 
dd 
SE (Z : ) dx 


theilweife; jo erhält man: 
je au (EB) „(u Ren 


Nun läßt fich aber leicht zeigen, daß jebes in dem fraglichen Aus- 
brude vorkommende Glied von der Form: 


dd 
I) « 


von felbft verſchwinden muß. — Denn man muß fih erinnern, 
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daß jenes folches Glied eigentlih poppelt vorkommt, fo daß man ftatt 
9 eigentlich Hat: 
dr eigentlich hat: 
dd dd 
(2), (a), 


. d 
wo biefe beiden Glieder refp. die Werthe von 2 fr y=y, und 
y=y, beveuten. — Wenn aber z,, z, die aus den Gleichungen: 


0 P_ 


abgeleiteten Werthe von x find, fo ift der vollftändige Ausdruck jeves 
Gliedes von der Form: 

dd 

9 ) 
offenbar folgender: 
a0\ ,,_ [/d0 A\ AN AN 

N) = IE), - [E),2=9-2- (Bote 
wo: 


(9,), der Werth von At fryay, X I, 


Oo ren yzy, =, 
(B,)ı FE yzy, T=%, 
(60)0 Pa 2 yzyo ⁊0 


Wir haben aber geſehen (S. 249), daß für æ = x, br æ 
auch Jo sYf iſt; mithin iſt: 


(0.)ı = Go)i- (6.)0 = (Oo)o; 
und folglich allgemein: 


[@ —)de= 0. 


In dem vorliegenden alle ift alfo: 


IE: .&0z de=0, 
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ud man hat mithin: 


ge __ dE dy pr 3 ds 5 
dr = (&+ Tray 3) ed - Kr y* 


Subftituirt man dies in den Ausdruck (C), ſetzt für &n, & 2 ihre 
Werthe und fügt die in Aufg. III gefundene, von der Form ände- 
rung der Grenzfunction ꝙ herrührende Variation hinzu; fo erhält 
man als die gejuchte Totalvariation: | 











D.(fVardy = [Vköydr+ Ir» Ze Ra * dx 
— dAVz2dy dVa-dy Ay AV 2) d 
7 (Fr Ve dr dy de! dy dr + Va ga jrdadr 





N te ta ray Jedadn, o 


wo bie einfachen Integrale dieſes Ausprudes auf alle Werthe von x 
und y erjtredit werben müfjen, welche der Gleichung: 


ls, y)=0 


genügen. — Hat man zwei Grenzfunctionen @, Y, d. h. werben bie 
Grenzen des Integraled wie S. 241 beftimmt; fo wird die vorher- 
gehende Formel offenbar dieſem Falle angepaßt, wenn man für jedes 
einfache Integral die Differenz zweier andern jet, wovon das 
eine auf alle Werthe von z und y erſtrect wird, welche ver Glei⸗ 
hung genügen: 


p=(0, 
und das andere auf alle Werthe, welche der Gleichung : | 
Genüge Teiften. — Sp bat man 3. B. ftatt des einzelnen Gliedes: 
|Vhdyde, 
bie Differenz: 
Svröydr — |Vk’öydz, 


worin; 
17 
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3 | dp 


— Ar ) = — 7 
ve ) v dy? 


iſt; und Ähnlich verhält es fich in Beziehung auf die andern Glieder. — 





Aufgabe VI. 


107. Die Totalvariation von: 


SM ydrdydz 
zu finden, wenn: 


— — — — — — 


v-f (2 a dy’ d:’ da? dy® de?’ dıdy? dxdz’ dydz 
iſt. — 

Aufl. Die Totalvariation eines dreifachen Integrales, wie 
das obige, ift wieder die Summe ber Partialvariationen, welche 
veip. von einer unendlich Fleinen Aenderung in der Form der Grenz- 
functionen p, %, ober wenigſtens einer berjelben, und in ber ber 
Function u berrühren. ‘Die von der erſten Urſache herrührende Varia- 
tion ift, wenn man nur eine Grenzfunction hat, offenbar (Nr. 101): 


du du du du d’u du d’u d’u ee) 


SSyközaray, 
und bei zwei Grenzfunctionen: 
SJVközdzdy — [[Vh'özdxdy, 
inbem: | | 
= * 


ve)" J J— —2 


iſt. — Dagegen iſt die andere, von der Formänderung bes u her⸗ 
rührende Partialvariation: 


d.SJjvazaydı = ({jöVaraydz, 
und wenn man für IY feinen Werth aus Aufg. II fekt: 
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Ö. Mydrdydz = 
? 
[ I f Uöut ve a Vet V, Zn —— + — —— 


d?öu d’du 
—— rdy Va an tr Inn dy =) dudzdy a. (A) 


Reducirt man dieſen Ausdrud, wie bei einem boppelten Integrale, 
durch theilweife Integration, vereinigt die verjchiedenen Glieder und 
jegt der Symmetrie wegen vie halbe Summe ver beiden verfchie- 
denen Ausdrücke, welche man für jedes der Glieder: 


d’du 
Niv an er dzdydz, III Pe 7, gedyaz, u — dædyda, 


erhält; ſo bekommt man anche 


d. (I Vardydz 
— aVr_; Vu _ UV 
=}, (r— Ey au) du 
döu döu döu 


4 V TR +% Vz: Ar +5 — dæd 


An ee _ „er 
+5) (7. — dy 37 ee) du 





Hr HN u yv. ne drda 


AV.2 „al — ) 
+] (r- oJ rar u hie 


(B) 








N 
+ vu a + } Ze nn 








AV. | d? m Ya, DVıy | Va, 

+ gar de? Lara dz?  dıidy * dads T 7 
108. * dieſer Formel müſſen, ehe ſie angewandt werden 

kann, wieder zwei verſchiedene Arten von Reductionen vorgenommen 





ne) Öudrdyda. 
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werden — nämlich: 1) müſſen die darin vorkommenden verfchiebenen 
Doppelintegrale in andere transformirt werben, worin die Integratio- 
nen nach denſelben independenten Veränderlichen gejhehen — und 
2) müſſen die unter dem boppelten Integralzeichen vorkommenden 
Bariationen: 
döu döu du 
du, —, —, — 
dır dy dz 
auf eine Fleinere Anzahl von einander unabhängiger DBariationen 
rebueirt werben. — 
Die erfte viefer Nebuctionen wird, wie in dem alle eines dop⸗ 
pelten Integrales, leicht mittelft der Formeln in Nr. 95 verrichtet, 
welche dem gegenwärtigen Falle angepaßt werben, wenn man feßt: 


— dVz 1 Ze AV;; 
= ( de ? 1% im 


UL Un en, ie ° 


d ze 








4 Pa döu 


_, In — 24 ee) zu 








= (n-— 
ddu 
nn + 4% Ya ——— de ’ 


R _ (v. _ d V.⸗ -47 in „Ya Fe 








dz 
d 
4 Ze Vz; a, 4 vu 
und geben: 
SllfVardydz = u (Yu+® Lo + —* 
+ Ndudrdydz, (0) 
wo: 
— _ dV.2 _ AVys — dY;s 
Y=V dz 1 dy 3 dt 
av, av, aV. 
-(n - EHE 


Pr av. * 
- (V.- nn —; un 1 —— 
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= — pVe—igayt3 Va 

9=- V, 
YPoyı- IV - V, 
dV; I} aV 














2=U-— Ir 
d?Y 2 d’V,.2 d’V 2 Pr. d’Vzs d’V,; 
y y — * 
at dy? + da? T Fady 7777 + dydz 
dp 





iſt. — 
109. Wir haben num noch fo viel als thunlich die Anzahl ver 
Bariationen: 
zu, u du deu 
_ IE’ dy — 
oder: 


du, 8. 


zu rebuciren. — Da aber x, 9, z durch vie Gleichung: 
9a, y2)= 0 


verfnüpft find; jo hat man für die vollftänbigen Differentialguotienten 
von da in Bezug auf z und y nach der Subititution bes Werthes 
bon z, in = und y ausgebrüdt: 


()=% au Eu 
dz 
—— deu. 
ya Tr’ 
folglich : 
döu döu ddu 
wa) re 


r- =(5)-? _ a 
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Sekt man dieſe Werthe in ven Ausprud von: 


d. (ff Vardydz, 
und bemerkt, daß: 


f ® (5) kardy = — ii f () xdædy, 
fi = a) kazdy = — [ f (2) kdrdy 


ift;*) fo erhält man endlich: 
d di 
sit Vazdydz=j} Y— (Z) — ()|röudzay 


dd 
FISCH — P9 — 99) T Kdzdy 


+ I Ydudrdydz, 


Diefer Ausdruck befteht, wie in dem Falle eines einfachen Integrales, 
aus zivei weſentlich verfchievenen Theilen; nämlich: 1) aus einer An- 
zahl von Öliedern, welche von der Fo rmänderung von u und feiner 
Differentialguotienten berühren; aber nicht für alfe Werthe der in- 
bepenten Beränderlichen, ſondern nur für bie, welche ver Gleichung: | 


9 Yy2)=0 


genügen — und 2) aus einem liebe, welches von einer Aenderung 
in der allgemeinen vorm der Function u herrührt. 

Addirt man hierzu noch bie ber zweiten Grenzfunction entſpre⸗ 
chenden Glieder, ſowie die Glieder: 


N Vkösdrdy ſ Vh’d:dıdy, 








*) Es lãßt fig auch bier, wie früher (Mr. 106), leicht zeigen: daß jebes 
ein fache Integral, wie: 
SPdudy 
bei ber bier vorfommenden Art von Integration an unb für fi ver- 
ſchwindet, fo daß man Bat: 


I f (Fr )aray- SO dudy - [ ft (FE )inardy=— [ ft (F Joudzay. 
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welche von einer Form änderung ver Functionen @ und v herrühren, 
und fegt für Y, ©, ©, 7, 2 ihre Werthe; fo erbält man enplich 
für die gefuchte Totalvariation: 


8. Vardydz = ([ Vözkdxdy — [| Vork’drdy 


d dV;: AV. 
A ea rt 


+29 te 





—— — AV: dV,; 
TE y 


(D) 
+ Var ji Vıys+ Vyet) dukdrdy 
d 
+ [| 0. +p? Vz2+g? v, 2 — PVr— q Vn. 469 V.y) au kaxdy 
— ff (9, — &e.) duk'dedy 
dd 
— (f(Va+ &e.) nn Kdxdy 
dv, dv, av, 
:e-&-9 


d? Vz2 d? 4: d?Y,, d? Vz ı d? u) 
dxdydz, 
te ty + az + dudzaydz 
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Sept man diefe Werthe in ven Ausdruck von: 


d. [If Vazxaydz, 
und bemerkt, daß: 


(fo () kdrdy = — [ f (z ) kady, 
(om) «Ru 


iſt; ) fo erhält man endlich: 
sy Väzdydz=,j} Yr— (=) — ———W 


d 
+? - pP — 99) TE kazdy 


3 


+ Sf Rödudedydz. 


Diefer Ausdruck beftebt, wie in dem Galle eines einfachen Integrafes, 
aus zwei wefentlich verfchienenen Theilen; nämlich: 1) aus einer An- 
zahl von Gliedern, welche von der Fo rmänderung von u und feiner 
Differentialguotienten herrühren; aber nicht für alle Werthe ver in- 
bepenten Beränberlichen, ſondern nur für bie, welche der ‚Gleichung: | 


PT, , 2) = 0 


genügen — und 2) aus einem liebe, welches von einer Aenderung 
in ber allgemeinen Form der Function w herrührt. 
Addirt man hierzu noch die der zweiten Grenzfunction entſpre— 


chenden Glieder, ſowie die Glieder: 
SVrdsdıdy ſ Vk’d2d.cdy, 


*) Es läßt fih auch bier, wie früher (Mr. 106), leicht zeigen: daß jebes 
einfache Integral, wie: 
SPdudy 


bei ber bier vorkommenden Art von Integration an und für fi ver- 
ſchwindet, fo daß man bat: 


No )aray- [Ddudy _ [ NE)maray=— [ N (= )dudzay. 
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welche von einer Form änderung der Functionen ꝙ und % berrühren, 
und fegt für Y, G, ©, 7, 2 ihre Werthe; jo erhält man enplich 
für die gefuchte Zotalvariation; 


8. Vdxdydz = || Vözkdxdy — || Vozk’drdy 














4-S.-PVz-gVy- Te 42p —— er Perg un 
dV.y d 7 a“ —— Vu d Yyz 
(D) 


+ Var Ri Vıys+ Vyzt) dukdedy 
d 
+JVe + Vatg? Va PVn—gqPyn + pgVıy) TE kdzdy 
— If (9; — &e.) duk'drdy 
döu ,, 
— Ss Va: + &c.) I k drdy 


+ e-% dV; ur m 


d? V 32 d? * d? Vıy d? Vs ı d? * 
dud. 
+ dr? 5 et dædy — de) du dxdyd.. 

















Siebentes Rapitel. 


Maxima und Minima der Sunctionen mit zwei und mehr 
independenten Deränderlichen. 


110. Das bier anzuwendende allgemeine Verfahren ift dem 
früher bei Functionen einer Invepenventen angewandten ganz analog 
— d. h. wenn U eine Function von beliebig vielen indepenbenten 
Veränderlichen ift; jo muß für ein Marimum, oder Minimum: 


DU=0 


und DU negativ, ober pofitiv fen — und zivar ohne irgend eine 
Beſchränkung der Variationen der verjchiedenen veränverlicheg Ele 
mente, bie jedoch ausgenommen, welche in den Bedingungen ber Auf- 
gabe felbft liegen. — 

Wir wollen bei ver folgenden, Unterfuchung zunächit annehmen: 
daß zwei Grenzfunctionen gegeben find, d. h. daß nach den Bebin- 
gungen ver Aufgabe das betrachtete doppelte Integral auf alle 
Werthejufteme von x und y erſtreckt werden foll, welche ben Un- 
gleichheiten: 


IWW, D>09, 9, Y)< 0 
genügen — ober in dem Falle eines dreifachen Integrales, auf alle 
Wertheipfteme von x, y und z, welche ben Ungleichheiten: 

dv, , 2I)>0, yay,D)<oO 


Genüge leiften. — Hierauf werden wir ven Tall betrachten, wo nur 
eine Grenzfunction ꝙ (x, y) gegeben ift, d. h. wo das urfprüngliche 
Integral auf alle Wertheſyſteme ausgedehnt werden mng, welche ber 
einen Ungleichheit: 


9, ) S0, oder plz, y,s)<0O 
genügen. 
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Aufgabe l. 
111. Die Function 2 fo zu beftimmen, daß das Integral: 
I Yazay, 


vertan. , =, =, de, ©) 
em qα— dy’ dx?’ dedy’ dy? 


worin: 


ift, ein Marimum, oder Minimum wird. — 

Aufl Nach dem im vorhergehenden Kapitel für die Total- 
variation eines doppelten Integrales gefundenen Ausprude wird 
bie Gleichung: 

















DU=0 
jest: 
dydV.z , dy?dVr2 dVya 
ſrat (#3 ar? de Tane y rear} 
dy IE 
+ (ve 1 +7e) * (A) 


- ([ry+n— &e)ö:+ (ve, 78 ana 


+ je 


Zunächſt ift wieder zu bemerken: daß in biefer sun, wie in dem 
entfprechenvden Falle eines einfachen Imtegrales, zwei wefentlich ver- 
ſchiedene Arten von Gliedern vorkommen — nämlich: 1) eine Anzahl 
von theilweife integrirten Gliedern, deren Werth von der Form ber 
Functionen dy, dz abhängt; aber nicht im Allgemeinen, ſondern nur 
für folche Werthe von z und y, welche ver Gleichung: 


92, y)=0, over Yyılz, y) = 0 


genügen — und: 2) eine Anzahl von Gliedern, welche gar nicht in- 
tegrivt fine, und deren Werth nicht beftimmt werben Tann, ohne bie 
allgemeine Born der Function dz zu firiren. — 

Wie bei einem einfachen Integrale erhellet dann: daß ber 
Gleichung (A) nur genügt werben kann, wenn man biefe beiden 
Arten von Gliedern einzeln = 0 fest — und wenn ber Kürze wegen 


gejegt wird: 














2 Va , day ı A? Ir 


dx? dzay T ) dedrdy=0. 


17* 
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dy AV 2 





— dy 
ae Ce LI + 23 dt + &e., 
dy? 
B= Va2 23 — —— dt 4 Vyr, 
_,_dV ar 
2=2Z * + &e.; 
jo hat man zunächft bie brei Shen 
I VYöy-- aöz + 4 5) k'dx =, 
(vor + 063 4 ee) kdax=(), | (B) 


NNözardy —=(), 


Diefen Gleichungen Tann aber ohne Befchränfung ver völligen Alige- 
meinheit der Variationen dy, da nicht anders Genüge geleitet wer- 
ben, al8 wenn man bie unter dem Integralzeichen ſtehenden Größen 
—=( fest, jo daß man bie Gleichungen erhält: 


döz 


(Voy+ ads +, „So, 
—DV— =, (©) 
2=0, 


wovon fich die erfte auf die Orenzfunction $ und Die zweite auf bie 
Grenzfunction ꝙ bezieht. — Der Einfachheit wegen wollen wir anneh- 
men, daß die Gleichung: 

2=0, 


welches offenbar eine partielle Differentialgleihung vierter Orb- 
nung ift, eine Auflöfung gejtattet, worin die Größe unter dem Func⸗ 
tionalzeichen für alle darin vorkommenden arbiträren Functionen die⸗ 
jelbe ift.*) — Die Anzahl diefer Functionen ift in dem gegenwär- 


*) Wegen des Mangels der vollkommenen Analogie zwifchen den in dem 
Integrale einer partiellen Differentialgleichung vorkoınmenden arbiträ- 
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tigen Falle = 4, und wenn die Auflöfung eine beftimmte fein foll; 
jo müffen fich diefe arbiträren Functionen auf irgend eine Weife 
beftimmen laffen. — Wir wollen deshalb num zeigen: daß bie beiden 
erjten ver Gleichungen (C) die Mittel dazu an die Hand geben, und 
zu dem Zwecke, wie in dem Falle eines einfachen Integrales, die ver- 
ſchiedenen Fälle unterfuchen, welche aus ver Beſchaffenheit ver Data 
in jedem beſondern alle entfpringen können. — Che wir aber in 
biefe Unterfuchung eingehen, wollen wir ven folgenden Sat mittheilen, 
welcher bei ver Anwendung der Gleichung (A) von weſentlichem Nußen 
ift, und deſſen Wahrheit offenbar aus den erjten Principien unferer 
Wiffenfchaft folgt. 

„Wenn in dem allgemeinen Ausprude der Variation 
eines vielfachen Integrales ein Glied von der Form: 


f\.... Ududr, dxz.... den 


vorkommt, und bie Bedingungen ber Aufgabe fo befchaf- 
fen find, daß fie w zu einer beftimmten Junction von x, 
%2, ...., machen; fo verfchwindet dieſes Glied an und 
für ſich — und wenn in Demfelben Ausprude zwei Glie— 
der von der Form: 


SI... . Uöudz, dxz.... dan 
und: 


SS. ... U’du dr, dt, .... de 


vorfommen, und die Bedingungen der Aufgabe jo be- 
ſchaffen find, daß fie w zu einer bejtimmten Function 
DON 2, 22... 2% und w machen; fo lafjen ſich dieje bei— 
ben Glieder auf eins reduciren.” — 

Der erfte Theil dieſes Satzes ift von felbft einleuchtend; denn 
wenn w eine beſtimmte Function von 2, 2a, ... Tu Wird, fo ift 
nach der Bedeutung des Zeichens d Kar, daß du — 0 iſt. — Die 
Wahrheit des zweiten Theiles ift ebenfalls einleuchtend; denn wenn: 


u=f(&, Le... W) 


ift, fo ift offenbar (Nr. 7, (5)): 


ven Functionen mit ben arbiträren Conftanten in dem Integrale 
einer gewöhnlichen Differentialgleihung ift dieſe Unterfuchung weniger genü—⸗ 
gend, als die in Kap. II. 
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df ,» 
du= z du, 
und michin laſſen ſich die beiden erwähnten Glieder auf das eine: 


... (u V4 v) dudæ, dær.... dan 


reduciren. — 


112. Wir wollen nun den obigen Satz auf die verſchiedenen 
in der Anwendung vorkommenden Fälle anwenden. — 


(1). Die Grenzfunction ꝙ ſei eine gegebene, beſtimmte 
Function von = und y, jo iſt auch das aus ber Gleichung: 


P&Ü,yY)=0 


abgeleitete y eine beftimmte Function von z, alſo dy — O. Da 
bie übrigen Variationen: 


dz, Te , oder dz, ög 


willfürlich bleiben, fo kann ber erjten ver Gleichungen (O) nur ge- 
nügt werben, wenn man bie Goefficienten dieſer Variationen — 0 
ſetzt. — Es muß aljo an jeder Integrationsgrenze fein: 


e=0, B=0; 


d. h. bie erfte der Gleichungen (C) iſt gleichbedeutend mit ven bei⸗ 
den Gleichungen: 


ov=0, 30 0, 
und ebenſo iſt wegen der andern Grenzfunction: 
a = 0, ßı = 0. 


Diefe Gleichungen find in Verbindung mit den Gleichungen: 
p(A, ) 0, va 9) 80 
hinreichend zur Beſtimmung der in dem Integeale der Gleichung: 
2=0 
vorkommenden vier willfürlichen Functionen. — Da die Größe unter 
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dem Functionszeichen in allen biefen arbiträren Yunctionen nach ber 
Vorausſetzung dieſelbe ift, fo ift das Integral der Gleichung: 


2=0 
offenbar: 
F(%, Y,2, 9ı (dv), 92 (v), 93 (dv), Pa (v) = 0, 


wo v eine beftimmte Function von z, y, z und für alle vier ar- 
biträre Sunctionen diefelbe ift. — Es fei z. B.: 


v=ar+by+en, 
jo hat man bie Gleichungen: 
v=ar+by+e, 
9), 


o.—(, 
F iz, Y%% 9Qı (v), P.lv), Pa(v), g4(v)} =(, 


und wenn man x, y, z zwiſchen biefen Gleichungen eliminirt; fo er- 
hält man offenbar ein Refultat von ver Form: 


Fi !v, Pi (V), Pr(V), 950), yWw)} =0. (1) 
Verfährt man mit den übrigen Gleichungen: 
.,=0, oh =0, B =0 


ebenfo, fo erhält man offenbar drei ähnliche Gleichungen: 


Fa jv, 9,0), P2(V), Pd), ld} =, (2) 
F; }v, Pi(VD. Pa(v), P3(v), lw)} = 0, (3) 
F 41d, (0), P:(v), Ps(lv), Pa(v) =(. (4) 


Diefe vier Gleichungen (1), (2), (3), (4) beftimmen bie vier 
willfürlichen Functionen @,, P2, Ps, 94 als Tunctionen von v. — 
Subftituirt man bie fo gefundenen Ausprüde in die Gleichung: 

Fi, Y2% Yıld), Pa(v), Yps(v), P. (VV = 0, 
und fest für v feinen Werth: 
ar--by-Fez; 
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fo erhält man eine Gleichung ohne arbiträre Functionen von 
der Form: 
fEr, )=0, 


welche eine volljtändige Auflöfung ver Aufgabe gibt. — Wenn bie 
Größe unter dem Functionalzeichen nicht dieſelbe ift in allen arbi- 
trären Functionen, jo bietet die Beftimmung ver lettern im Allge- 
meinen unüberwindliche Schwierigkeiten dar. — 


(2), Wir wollen nun annehmen, daß die Grenzwerthe von z 
ebenfalls als Functionen von = gegeben find, oder mit andern Wor- 
ten: die Grenzwerthe von x, y, 2 feien durch die bejtunmten Glei⸗ 
chungen: 


f&y,D9=0, foy2) =0 (D) 


verfnüpft; jo find z und y beide beftimmte Functionen von 1, alfo 
dz=0(0, dy=0, und die durch: 


(vöy + 0ö2 4 Pr gr 


gelieferten Gleichungen rebuciren jich a. bie eine: 


Bo = 0. 


Nimmt man wieder an, daß bie Größe in ven arbiträren Func⸗ 
tionen diefelbe ift, und eliminirt z, y, 2 zwiſchen dieſer legten 
Gleichung und den Gleichungen: 


v=ar-+by-+ez, 
fu )-0, fr y. 5) 0, 
Fiz, y, 2, 91(0), 9:0), S(v). MW) 0; 
fo erhält man zwei Gleichungen von ber Form: 
F, }v, 910), P2(V), 950), Yıld)) = 0, 
F; }v, 91), 92:0), Pl) Pılw)} =0. 
Da ferner die Gleichung: 


(voy + ads+B m), — 
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zwei ähnliche Gleichungen Tiefert, fo iſt klar, daß die in dem allge- 
meinen Integrale der partiellen Differentialgleichung vorkommenden 
willfürlichen Bunctionen wieder volfftändig beftimmt find. — 

(3). Wenn der Grenzwerth jedes der Differentialguotienten: 


a“ 4 
dı’ dx 


gegeben ift,*) fo verfchwintet offenbar die Gleichung: 
d 
(Hey + ads -+ 9 a ro — (0 


von jelbit, und man hat außer den Gleichungen (D) zur Beſtimmung 
ber arbiträren Functionen noch eme andere &fleichung, welche fich 
durch Differentiation des allgemeinen Integrales nach x oder y und 
Subftitution des gegebenen en von: 
= , oder * 35 

‚ ergibt. — Die Anzahl der Hülfsgleichungen bleibt alſo wieder die— 
jelbe wie früher. 

(4). Die Grenzfunction ꝙ (x, y) fei eine unbefannte Func⸗ 
tion, deren Form durch die Elimination von z zwiſchen dem allge 
meinen Integrale ver Gleichung: 


*) Wenn eine diefer Größen gegeben ift, fo ift offenbar auch die andere 
gegeben. Denn da nach der Borausfegung die Gleichungen: . 


(&y2)=0, T&,y,2.)=0 
für alle Grenzwerthe von x und y oa fo hat man: 


+ df da (+ +t z)=0 — 


dz dx dz dy 
jr ar a dz + df'  df' Erin 
Tat dy dd day) 


d 
Eliminirt man (*), und fubftituirt den gegebenen Werth einer der Größen 


dz dı v : 
(2). ober (). jo erhält man die andere. — 


| 2=0 
und ber beitimmten Gleichung: 
z=f(t, y) 


zu beftimmen ift. — In biefem alle verfchwinvet fein Glied ver 
Gleichungen (C); aber da vie Grenzwerthe von x, y und 2 durch 
eine beftimmte Gleichung verfnüpft find, fo erhellet aus dem zweiten 
Theile des obigen allgemeinen Satzes, daß ſich die Glieder mit ihren 
Variationen in eins vereinigen laſſen. — In der That, bezeichnen 
wir das Integral der Gleichung 2 = 0 durch 3=yC(z, y), fo haben 
wir: 
fG, ) * 1360, Y) 


und wenn wir von jeder Seite dieſer Gleichung die Total variation 
nehmen: 


EIER. BR 
= + = GE a in, 


df d yo 
oder wenn wir a y rejp. mit g’, q bezeichnen: | 


gdy=gdy-- da, 
und folglich; 


62—=(d — 9) dy. 
In dieſem Falle ift aljo die Gleichung: 
ddz 


0 
gleichbedeutend mit: 
nt’ - 09 60* 0, 


welche in Verbindung mit der Gleichung: 
2 (, 


zwei Relationen zwiſchen ven in dem allgemeinen Integrale vorkom⸗ 
menben arbiträren Yunctionen liefern. — ‘Die andern werben ebenfo 
burch die Bebingungen in Bezug auf bie zweite &renze gegeben — 
und überhaupt erhellet wie in dem alle eines einfachen Integrales, 
baß, wenn wegen irgenb einer Bebingung die Anzahl der durch (C) 
gelieferten Gleichungen vermindert wird, indem Glieder verſchwin⸗ 


— 
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den, ober fih in eins vereinigen, man zu gleicher Zeit eben fo 
viele neue Gleichungen erhält, welche dieſen Mangel erfegen. — 
113. Aus der vorhergehenden Unterfuchung erhellet alfo: daß 
in dem betrachteten Falle zweier Grenzfuncionen die Aufgabe im 
Allgemeinen möglich und beftimmt ift, indem die Anzahl ber 
Hülfsgleichungen eben fo groß ift, als die der arbiträren Yunctionen, 
welche in der allgemeinen Auflöfung vorfommen. — &8 bleibt jedoch 
noch ein fehr wichtiger Fall zu betrachten übrig, nämlich der, wo nur 
eine Grenzfunction gegeben ift, oder wo das betrachtete Integral auf 
alle Wertheſyſteme von =, y erſtreckt werben foll, welche ver Bedin⸗ 
gung: | 
(2, ) 0 


genügen. — Da die Anzahl der Gleichungen, durch welche die arbi- 
trären Functionen beftimmt werben, in biefem Falle ſich auf vie 
. Hälfte reducirt; fo ift zu erwarten, daß bie Aufgabe im Allgemeinen 
unbejtimmt fein wird, kann aber in gewiffen Fällen durch vie fol- 
gende Betrachtung wieder zu einer beftimmten gemacht werben. — 
Dei dem Proceſſe der beitimmten Integration ift es eine durchaus 
wejentliche Bedingung: daß das Element des Integrales, d. h. jebe 
der Größen, von deren Summe das Integral die Grenze ift, inner- 
balb ver Integrationsgrenzen nicht unendlich wird. — Demnach 
muß man, nachdem die in dem allgemeinen Integrale der Gleichung: 


2 =0 


vorkommenden willfürlichen Functionen möglicherweife beftimmt find, 
aus dem Nejultate jede Auflöfung verwerfen, welche das Clement 
des Integrales für irgend welches zwifchen den Integrations-Grenzen 
liegendes Wertheſyſtem von x und y unendlich macht — und wenn 
biefe Bedingung irgend eine ber arbiträren Functionen no unbe- 
ſtimmt läßt; fo darf man fchließen: daß die Aufgabe ihrer Natur 
nach ebenfalls unbeftimmt ift. — 


114. Die obige Theorie unterliegt natürlich ähnlichen Aus- 
nahmen, wie bie, welche wir bei ver Anwendung der DBariations- 
rechnung auf einfache Integrale gefunden haben — und die bemer- 
kenswertheſte verfelben ift von ähnlicher Art, wie bie in Nr. 28, (1) 
angeführte, welche daher rührt: daß in gewiſſen Fällen die ‘Differential- 
gleichung von einer niebrigern, als von der Znten Orbnung ift, 

18 
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ihr Integral alfo nicht eine binreichende Anzahl willkürlicher Con- 
ftanten enthält, um den Beringungen genügen zu können, welche vie 
außerhalb des Integraßeichens ſtehenden Glieder liefern. — 

Aehnlich verhält es fich bei einem Doppelintegrale, wenn 
bie partielle Differentialgleichung : 


2=0 


von einer niebrigern Ordnung ift, als die des höchſten in F ent- 
baltenen Differentialguotienten doppelt genommen; alfo ihr Integral 
im Allgemeinen nicht die hinweichende Anzahl arbiträrer Functionen 
enthält, um ben Bedingungen genügen zu können, welche die nur mit 
einem Integralgeichen behafteten Glieder geben. — Um alfo vie Be- 
bingungen eines folchen Ausnahmefalles kennen zu lernen, muß man 
unterfuchen, in welchen Fällen bie Glieder von der höchften Orb- 
nung aus ber Gleichung: 
2 = 


verſchwinden. — Beichränfen wir ung für den Augenblid auf die 
Betrachtung des Falles, wo Y feine Differentialguotienten von einer 
höhern, als von der zweiten Orbnung enthält; fo haben wir: 


av: AV, , d2V.. + EVy , U Vy 
dx dy dx? dxdy  dy? ’ 








wo bie Differentialquotienten von der höchſten, d. h. von ber vier- 
ten Oronung, offenbar nur in den drei legten Gliedern vorkom— 
men. — Setzen wir: 
_ de _d ___d’z __d’ _d’z 
Ta Tray Ta 


und behalten nur bie Glieder von der höchften Ordnung bei; fo 
haben, wir: 

d?V. __d?V dr | d?V dk | d’V dr 

da? dr? Zt drds dx’dy | drat dx?dy? 





d’Vzy — d?y d'z EV diz + d’VY diz 
dxdy drds daxtdy ds? dx?dy? " dsdt dxdy®’ 
EV _aV die | d’V_dis , d’V die 
day?!  drdt datdy? ' dedt dedy® dt? ayt' 


(F) 
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Sollen nun die Glieder von der Höchften Ordnung aus 2 verfchwin: 
den, fo müffen offenbar die Eoefficienten der verjchievenen Größen: 
diz d*z dtz d’z d’z , 


7.49 Ins Aa? 21099 In TaB I Ina 


dx!’ dxedy ’ datdy?’ dady? ’ dyt 


an und für ſich verſchwinden. — Addiren wir alfo die Glei— 
chungen (F) und ſetzen die Coefficienten dieſer Größen einzeln == 0, 
jo erhalten wir die en 


d’V d?y 2 d’y dꝛ V 
dr? 0, drds =0,% ds? +25, = 0, dsdt =0, gr di? =. 


Durch Integration der beiden erften findet man: 

V X FFC, y, 2, P, q. ) - Fir, y2,p, 948), 
und ebenſo aus den beiden letzten: 

V/G, V P.) FG, IJ, 2,99 8, Tr). 


Sollen dieſe beiden Ausdrücke identiſch ſein, ſo muß man offenbar 
haben: 

V=4Art+Br-+Di+ F--9(83,9,9,2,9 2), (G) 
wo A, B, D, F unctionen von z, y, 2, p, q find. — Wir haben 
alfo: 

day _, dv _d’p 
dritt Mr a ar’ 
und wenn biefe Werthe in die Gleichung: 


a?y 





ds? + en 0 
fubftitnirt werben; fo ergiebt fich: 
d? 
ri = — 2A; 


folglich: 
= — A482 - 208 - 0, 


und endlich, wenn dieſer Werth in die Gleichung (G) ſubſtituirt wird: 
V=Alrt —s’)+Br+3C0-+-Dt+E. (H) 





— 
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Wenn alfo Y diefe Form hat, fo kann die Gleichung: 
2=0 


von feiner höhern, als von der dritten Orbnung fen — und wir 
wollen jett zeigen: daß fie von Feiner höhern, als von ver zweiten 
Ordnung fein kann — d. 5. wenn vie Glieder von der vierten 
Ordnung verfhwinden, fo verſchwinden die von ver dritten 
Ordnung ebenfalls. — Aus der Gleichung (H) folgt nämlich: 


Ve=At+B, VYa=— J—— Ye=4Ar+D, 


„da aD 

dA dB 
— 29 — _ _— _— 
nannte ‚10.0 


wenn das Glied E, welches offenbar feinen höhern Differentialguo- 


tienten, al8 von der zweiten Ordnung geben würde, hinweggelaſſen 


wird. — Hieraus ergibt ſich durch Differentiation: 





Vet F aa da a 
Fi tr r tz 
und ebenfo: 
ur rt 0% y 


Wenn alfo die Glieder von einer niedrigern, als von der zweiten 
Ordnung hinweggelaffen werben, jo hat man: 


dV .z 


< + re 





V. 


(de _ dp | dA, un, a _ aa ya 
N\dg dp Paz dq day 7% 


‘ 
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und ebenfo : 

















7 dV. 
Tal Bar u 
dl dD dC da dc 
BER FEIERTE ag a Pi 
zenr — ms. 
Aus: 
28247 dx Vr +,G I.’ 


=2+2 (mt — nm ms) 


erhellet aber, daß, wenn bie Differentiationen wirklich ausgeführt wer- 
ven, alle Slieer von ber dritten Ordnung aus Q verſchwinden. 

Das Borhergehende läßt fich leicht auf den allgemeinen Fall 
ausvehnen, wo V Differentialquotienten ver Function 2 irgend welcher 
Ordnung enthält, und das Refultat kann im Allgemeinen folgender: 
maßen bargejtellt werben: 

Wenn 9 eine Function von x, y, z und ben Differentialquo- 
tienten von 2 bis zur nten Orbnung ift; fo ift: 


2 =0(0 


im Allgemeinen eine partielle Differentialgleichung der 2 n ten Ord⸗ 
nung, welche fich jedoch durch Verſchwindenmachen ber Glieder mit 
ven Differentialquotienten der beiden höchften Ordnungen auf eine 
Sleihung von der (?n — 2)ten Ordnung bringen läßt, wenn, aber 
auch nur wenn, 9 eine Function von: 


d"z d’2 d"z 

da" ’ der idy’"" day 
von feinem höhern, als vom zweiten Grabe ift, worin die Coeffi- 
cienten der Glieder vom zweiten Grabe durch die Bebingung ver- 
knüpft find: daß bie Summe der Coefficienten aller Glieder wie: 

d’z ) drz d2 

de"-1.dy) ’ dert. dy? ' dar ’ 

worin die Summe ber Erponenten von de und dy dieſelbe (= ?n) 
ift, = 0 fein muß. — Wenn z. 8. A ber Coefficient von: 
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Fr) 
dr"! j dy* 
ft, und B, C, D find refp. die Coefficienten ver Olieder: 
d”z d"2 d"2z de 2 d”z de 2 


— — — — — —— — — — — — — — — — — — — — 


daT.ayi" daidy’ ρα ν α —ν 


ſo muß ſein: 
A+B+C+D=0. 


115. Wir müffen bier noch auf einen wejentlichen Unterſchied 
zwifchen dem jet betrachteten Ausnahmefalle und dem bei einfachen 
Integralen erörterteh aufmerkjam machen. — Wie wir früher gejehen 
haben, lag der Grund einer ſolchen Ausnahme bei einem einfa- 
hen Integrale darin: daß daſſelbe nicht fchon nor der Anwendung 
ver Variationsrechnung auf feinen einfachften Ausdruck gebracht 
war. — Denn wenn YV eine lineare Function des höchſten darin 
vorkommenden Differentialguotienten ift, fo haben wir gejehen (S. 54), 
daß: , 


Jyar=p-+fy'ar 


ift, wo in ꝙ fein Differentialquotient von einer höhern, ale ver (n — 1) ten 
Ordnung vorkommt. -— 

Eine folche Reduction ift aber in dem vorliegenven Falle nicht 
ausführbar. — Denn fett man: 


NVazdy=p-+ (fyp'dray, () 


wo p nur einfache Integrale enthält und fich bios auf die Inte— 
grationsgrenzen bezieht, und man nimmt won beiden Seiten biefer 
Gleichung nah den frühern Regeln die Variation; fo ift Har: daß 
per Coefficient von dz unter dem boppelten Integralzeichen auf 
beiden Seiten derſelbe fein muß. — Wenn nun 9 von der zwei- 
ten Ordnung ift, fo ift 9’ von ter erften, und folglich ift in feiner 
Bariation der Coefficient von dz unter dem doppelten Integral- 
zeichen eine lineare Function von r, s, £. Hieraus fieht man, daß 
bie Annahme (1) unzuläſſig ift, wenn 2 biefe Größen in einer 
höhern, als in der erſten Potenz enthält. — 

Wenn aber Y von ver Form (HJ) ift, fo ift leicht erfichtlich, 
daß 2 im Allgemeinen ein Sllen von der Form: 
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M (rt — s?) 
enthalten wird, und folglich ift vie Reduction des betrachteten Dop⸗ 
pelintegrales auf ein einfaches im Allgemeinen unmöglich. 
Beifpiel 1. 


116. Dan foll die Form der Function z fo beftimmen, daß 
das boppelte Integral; 


Itpx + qu — )"drdy 
ein Marimum, over ein Minimum wird, 





Hier ift: 
Z=—m(pr + qy — D9', 
Vs = m(px + qgy — z2)""!z, 
Y, =m(pz +gy - "'y, 
Va=0, Yy=0, Val, 
= =m(pr+9y— )"'+m.m—1(px + gy— 2)”" (rr?+scy), 
= m(pz + qy—3)"' +m.m—1(pz+99 — 2"? Cery + 1y9) 
und wenn dieſe Wertbe in die Gleichung: 
. 2—=0 
fubftitwirt werben; jo erhält man: 
r2? + 2scy +tiy? + — pr ty Im. (a) 
Um dieſe legte Gleichung zu integriven, fege man: 
v=pr +y— 3 


fo ergibt fich daraus: 


du 
zZ arut ya +1; 


folglich : 
rx? + 2sry + ty? =: +4. Fr . 
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Subftituirt man dieſen Werth, fo wie die von pr + qy — 2 in die 
Gleichung (a), und ſetzt n für I; fo findet man: 





Wenn man diefe partielle Differentialgleichung erfter Ordnung 
auf die gewöhnliche Weile integrirt, jo befommt man: 


‚= r(), 
oder wenn man für w feinen Wertb px + qy — 2 fegt: 
pr+y—s=eF(t). 


Dies ift wieder eine partielle Differentialgleichung erjter Orbnung, 
welche durch das gewöhnliche Verfahren integrirt werben kann, fo vaß 
man mithin als vollftändiges Integral der Gleichung (a) erhält: 


lt) tert) o 


Wir wollen nun die in dieſer Auflöſung enthaltenen arbiträren 
Functionen nach den vorkommenden verſchiedenen Daten der Aufgabe 
beſtimmen. — 

(1). Wir nehmen zunächſt an, daß tie Formen der Grenz⸗ 
functionen ꝙ, $ gegeben find, fo daß z. B. die Integrationsgrenzen 
fo genommen werben jollen, daß das Integral bie Grenze der Summe 
der Elemente: 


(pr + qy — 2)"drdy 
für alle Wertheſyſteme von z und y ausdrückt, für welche die Func- 
tionen: 
( - a”? + (y— 5? -c”, 
“0? +9W—dt — ec 
verſchiedene Zeichen bekommen. -— Alsdann ift dy== 0, und die 
erfte ver Gleichungen (C) wird: 


dy __ 
V„—V: Fr 0, (c) 
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ober wenn für V,, Vz ihre Werthe und für = fen aus einer der 
Gleichungen: 

@- 4)) -0 - B)0, 

(æ — 4)ꝰ ( —- 6) — 0 
abgeleiteter Werth ſubſtituirt werden: 


m(pz + qy - 2! (v +) =, 


. welche Gleichung für jede Imtegrationsgrenze ftattfinden muß. — 
Diefer Gleichung wird genügt, wenn man entweder ſetzt: 


re +y—z=0, 
oder: 
z.x—a_ 


4 5 =, (1) 





Hinfichtlih der legten Annahme ift zu bemerken, daß die Gleichung 
(c) nah der Borausfegung unabhängig von — ftattfinden muß, 
und daß y blos einen der beiden Werthe: 


btyle— (ec —a)?] 


haben muß, fo daß burch (u) zwifchen = und y eine zweite Glei⸗ 
chung aufgeftellt würde, was unzuläffig ift. — Diefe VBorausfegung 
unbeachtet gelafjen, betrachten wir aljo blos die erjte: 


px + qy—z—=0. 


Wenn wir für p und g ihre aus ber Gleichung Ch) gezogenen 
Werthe fubftituiren , fo ergibt fich, daß die Gleichung: 


pr + qy—- z=0 
gleichbedeutend iſt mit: 
Y\_ 
F (%) =0. 


Diefe Bedingungsgleichung reducirt die Gleichung (b) auf: 


li) 


18* 
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was allgemein geben würbe: 
px + y—2=!0, 
und mithin: 
v0. 


| Es ift aber leicht einzufehen, daß dieſes Nefultat nicht von ber 
gewählten befondern Form der Orenzfunction, fondern blos davon 
abhängt, daß fie nur eine Function von z und y if. — Wenn aljo 
bie Form der Grenzfuncion gegeben ift, aber die Grenzwerthe von 
z unbeftimmt bleiben; fo geftattet das gegebene beſtimmte Integral 
weder ein Marimum, noch en Minimum — 
(2). Wir wollen nun annehmen, daß auch bie Grenzwerthe von 
z gegeben find, indem z. B. die Integrationsgrenzen jo genommen 
werben: daß das beftimmte Integral die Summe der Elemente für 
alle Werthe von z und y ausbrüdt, für welche die Functionen: 
2+yP—ar, æ 4-42 


verſchiedene Zeichen bekommen; ferner: daß für alle Werthe von 
x und y, für welche bie erfte biefer Functionen verjchwindet, z 
ven conftanten Wertb c befommt, und enplich: daß für alle Werthe 
von = und y, für welche die zweite Function verfchwindet, z 


ven conftanten Werth ce’ erhält. — Setzen wir t— 2, fo haben wir 
für das erfte Syſtem die Gleichungen: 

z=ıflt) + r"F(t) 

=, y-m, 

+y’=a, 


‚woraus fih durch Elimination von x, y, z ergibt: 


a G " 
= ara + za) FO. 
Aus den Gleichungen: 
z=rfd)+"Fi), y=te, 
=c, !+y=a” 


findet man ebenfo: 
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—— ———— 
= 7a) FO 
Löfen wir dieſe Gleichungen für FLO) und FC) auf, fo erhalten wir: 


fo= FT — Vi +m, 


— da” 


_.cda—ca 27 
F0 * am — dar (1-H2)?. 


Subftituiren wir diefe Werthe in vie Gleichung: 
z2=rf(t) + x” Fit), 


und fegen für < feinen Werth 2; jo erhalten wir endlich: 


(aa — a’ar)z= (ca - Car) Y(y?-+x)-+le'a— ca)Ky?-+x3? . (a) 


Betrachten wir jet den Fall, wo nur eine Grenzfunction vor- 
handen ift, und e8 fei 3. B. nach ven Bebingungen der Aufgabe das 
gegebene Integral auf alle Wertheſyſteme von z und y zu erftreden, 
welche die Function: 


x? + y° — a? 
negativ machen. 
Sett man für n feinen Werth . fo wird die allgemeine 


Auflöfung (b): 
rer) 


und wenn man nach dieſer Sleichung ven Werth von: 


Vv=(pe+gqy— 2)” 
bilvet; fo findet man: 


ee 


Nun muß aber nach dem früher Gefagten jede Auflöfung ver- 
worfen werben, welche biefen Werth für irgend welche zwifchen ven 
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Integrationsgrenzen Giegente Werthe von z nnd y unendlich macht. 
— Bem aljo m negativ ift, d.h. wenn m zwiſchen — oo und 
0, over zwilchen 1 und + = liegt; jo iſt offenbar V= oo für z==0, 
y=0, wofern nicht r(?)=0 it für alle Werthe von”. — Wenn 
alfo in dieſem Falle ver Theil ver allgemeinen Auflöfung, werin 


r(?) vorfonnnt, hinweggelaſſen wird; jo wird bie Gleichung (b): 


rl). 


und es ift leicht einzufehen, taß tie Beringung: e8 müfje z= c fein, 
wenn z? + y? — a?=0 ift, tie letzte Gleichung auf: 


az=cy(y’+ 2?) 





rebucirt. — 


Wenn dagegen Im 


1—m 





pofitio iſt, d. h. m zwiſchen O und 1 
den 
liegt; fo wird 2!” für feinen zwifchen ven Integrationsgrenzen 


liegenden Werth von z unendlich, und man Tann mithin für r(®) 
jeve beliebige Function fegen, welche zwifchen biefen @renzen nicht 
unendlich wird. — Nimmt man eine ſolche Function für r(2), fo 


wird die andere arbiträre Function r(2) wieder durch tie Bebin- 


gung beftimmt: daß z=c fen muß fr 2° + y’=a?. — Auf 
dieſe Weife erhält man das NRefultat: 


le rer) (e) 


gefett wird, und iſt bie einzige reelle enpliche 


wenn n für 7 


Auflöfung. — 
(3). Wenn Y feinen höhern Differentialquotienten als von ber 
erften Ordnung enthält, fo verſchwindet das GOlied mit dy von felbft 
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aus der erjten ver Gleichungen (C). Der dritte Ball ift alfo hier 
nicht anwendbar. — 

(4). Endlich wollen wir annehmen: daß die Form ber Grenz» 
functionen nicht direkt gegeben ift, fondern erſt durch Elimination 
von 2 zwifchen ber Gleichung (a) und ven Gleichungen: 


z=ar+by-+tc, 
s=artby+c O 
beſtimmt werden muß. — Die Gleichung: 
I -Fa— Nlo=0 


oder: 
I +r.(P—-mM+YVya —- NDlo=0 


auf S. 272 wird in biefem alle durch Subftitution der Werthe von 
(px + qu - 2" + mp +y— IP —Mrttg—Nyl-=0, 
oder wenn der Factor: 
(px + gy — 3! 
hinweggelaffen wird: 
(I - m) (p ty — tmepr + gy—D)—=0. 


Setzt man für p, q ihre aus ver allgemeinen Auflöſung (b) gezo⸗ 
genen Werthe, und für 7’, g’ ihre aus der eriten ver Gleichungen 
(f) abgeleiteten Wertbe; fo wird die legte Gleichung: 


„plI/\—_ 
(2 --m)x"F (%) = mc. 
Setzt man wieder 2 = t, fo hat man: 
z=ıfl) +2" Fit), 
z=(a+bi)r-+ec, 
(m +2). Fld= me. 
Wenn man ver Kürze wegen jeßt: 
u=fll), v=FÜ) 


286 


und z, var eliminirt; fo findet man: 
2c | 


— 


mt? u—a—bt' 


Subftituirt man biefen Werth für z in bie britte der obigen Glei- 
ungen, fo bekommt man: 


(u — q — bit = = (m + 2J1-rer-1y, 
Auf Ähnliche Weife ergibt ſich aus der zweiten ber Gleichungen (f): 
(vd - = = (m + 21-1», 


Aus diefen Gleichungen erhält man leicht: 


| s—i 
er (+b)—c* («+-b't) 
u = rg: 
er —c?’ 


(a + bi) — (a’ + dt) )* 


v=m(m-+ ie Fr — , 
2 er _c*) 
und hieraus: 


ni 


dr (ax + by) — or "at, 
_ n—1 


PEE »— — * 
Be 
2 


Es ift nicht ſchwer einzufehen, daß dieſe Auflöfung durch eine Coor⸗ 
binatenvertaufchung auf die Form: 


(2 + Y)’ = Ar!z 


gebracht werben kann. — 

Für n = — 1 wird die allgemeine Auflöfung (b) unbrauchbar, 
weil fie alsdann nur eine arbiträre Function enthält. — Aber wenn 
man mit fpecieller Beziehung auf biefen Fall integrirt, fo fieht man 
leicht ein, daß die wahre Auflöfung folgende ift: 
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z=ıf () + zlaF (£) 
Diefer Ball entfpricht: 
v=p+y—- 9°, 


und es ift mit keinen Schwierigfeiten verbunden, nach ben Bedin⸗ 
gungen der Aufgabe das vorhin gezeigte Verfahren zur Beitimmung 
arbiträrer Functionen darauf anzuwenden. — Wenn bie Orenzfunctio- 
nen find: 


2? +y?—at, a? +y? — a’? 
und c, e’ die Grenzwerthe von z; fo ift das Nefultat von ver Form: 


72 2 
Az— By(y? + æ) FE). 


DBeifpiel 2. 
117. Als eine allgemeinere Aufgabe dieſer Art fei bie Form ver 
Function 2 fo zu beftunmen, daß das Integral: 
SSfCpx +9 — Daxdy, 


worin f eine ganz beliebige Function beveutet, ein Maximum, ober 
Minimum wird. — 
Setzt man in diefem Balle u=pxz + qy — 2, ſo hat man: 


z=—f'(w), I= zfw Vy=yf'(u). 
Die Gleichung: 


wird mithin: 
© 





du du fw) _ 
2. tr yayr I) =(, 
Wird dieſe Gleichung auf die gewöhnliche Weife integrirt, fo findet 
man: 
‚hi 
=fwW=g(F), va u=r-i FRI 


oder endlich, wenn für u fein Werth geſetzt wirb: 
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u gegeben ſind — und es fei z. B. das Integral auf alle Werthe⸗ 
jhlewe von x und y zu erftreden, welche ben Sunctionen: 
z?+y? —a?: md 22 + y?— a” 
verſchiedene Zeichen geben; fo ift dy= 0, und die erjte der Glei⸗ 
dungen (C) reducirt fich auf: 


d 
„-V2=0, 
dy . 
ober für Vz, Yy und —_ ihre Werthe: 


— _ — — mw 
vG4) — y 
gefegt, auf: 
pr+ gqy=!. 


Subftituirt man für p und g ihre aus ver Gleichung: 
y=zf() + F(@) 
abgeleiteten Werthe, fo wird biefe Bedingung gleichbedeutend mit: 
Fz=0. 
Die allgemeine Auflöfung reducirt fich alfo in dieſem Falle auf: 
y=zf (c) 
wo die Function f unbeftimmt bleibt, weil die Bedingung: 


Vy — Vz Y— 0 
offenbar auch an ber zweiten Integrationsgrenze erfüllt wird. — Die 
durch die Natur der Aufgabe gegebenen Bedingungen find alſo hier 
nicht unabhängig von einander. Aber wenn bie zweite Yunction 
nicht dieſelbe Form hätte, als vie erite, fo würde die Gleichung 
wieder beftimmt. — Wenn 3. B. die zweite Grenzfunction folgende 


wäre: 
+6) 
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und man brächte die allgemeine Auflöfung (c) auf die Form: 


0). 


auf welche fie verınöge der Bedingung F= 0 gebracht werben kann; 
fo ließe fich Leicht zeigen: daß den Beringungen der Aufgabe nur 
durch die Gleichung: 


3 C 


genügt wird; aber da alsdann V == 0 wird, fo gibt es fein enbliches 
Marimum, oder Minimum — 

Zu einem ähnlichen Nejultate gelangt man, wenn das Integral 
auf alle Werthe von x und y erftredt werben muß, welche bie 
Function : 

9, =(e”+y?” — a?) 


negativ machen. Denn wenn man aus ber Sleichung: 


s=fıh (2). 


auf welche vie allgemeine Auflöfung wieder gebracht werben Tann, bie 
Wertbe von p und q ableitet; fo erhält man: 


Y? +9=. /(i +), 


und wie früher erhellet alsdann, daß f',=0, und folgih fi =3=ec 
ift. — 

(2). Wir wollen nun annehmen, daß auch die Grenzwerthe von 
z gegeben find, und daß z. DB. für: 


2’ +y”—a’—=0 ift: s=m?, 


und für: 


2? + PVP? - 422 0 iſt: z =m®. 
Wenn man x und y mittelft der beiden erften ber legten Gleichun⸗ 


gen aus der allgemeinen Auflöfung: 
y=ıeflz) + Fz 


2% 


v gegeben find — umb es fei z.B. das Integral auf alle Werthe⸗ 
fofteme von z und y zu erftreden, welche den Functionen: 


=? +y? — a? und 2? +y?— a’? 


verſchiedene Zeichen geben; fo iſt dy=0, und die erfte der Glei- 
chungen (C) reducirt fih auf: 


d 
V, — V; = 0, 
* dy 
oder für Vr, Y, und dr ihre Werthe: 


und — 


28 


—— —4— 
vo?+g99’ 02-44 
geſetzt, auf: 
pztqy=0. 


Subftituirt man für p und q ihre aus ver Gleichung: 
y=2f@) + F@) 
abgeleiteten Werthe, fo wird biefe Bedingung gleichbedeutend mit: 
Fz=(, 
Die allgemeine Auflöfung rebucirt ſich alfo in dieſem Falle auf: 


y=ıfz, (c) 
wo die Function f unbejtimmt bleibt, weil vie Bedingung: 
ay _ 
ry,- v0 


offenbar auch an ber zweiten Integrationsgrenze erfüllt wird. — Die 
buch die Natur der Aufgabe gegebenen Bedingungen find alfo bier 
nit unabhängig von einander, Aber wenn bie zweite Function 
. nicht diefelbe Form hätte, als die erfte, fo würbe die Gleichung 
wieder beſtimmt. — Wenn 3. B. die zweite Grenzfunction folgende 


wäre: 
+6) -% 
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und man brächte die allgemeine Auflöfung (c) auf bie Form: 


a) 


auf welche fie vermöge ver Bedingung F= 0 gebracht werben Tann; 
fo ließe fich leicht zeigen: daß ven Beringungen ver Aufgabe nur 
durch die Gleichung: 

2 =C 
genügt wird; aber ba alsdann 7 == 0 wird, fo gibt es fein enbliches 
Marimum, oder Minimum — 

Zu einem ähnlichen Nefultate gelangt man, wenn das Integral 
auf alle Werthe von = und y exftredit werben muß, welche bie 
Function : 

9, =(@’+y?—.a?) 


negativ machen. Denn wern man aus der Gleichung: 


10) 


auf welche die allgemeine Auflöfung wieder gebracht werben Tann, die 
Werthe von p und q ableitet; fo erhält man: 


_fı y 
veP+)=- y(i + Ir): | 
und wie früher erhellet alsdann, daß f’, =0, und folglih fi == e 
iſt. — 
(2). Wir wollen nun annehmen, daß auch die Grenzwerthe von 
z gegeben find, und daß z. B. für: 


2 +2 —a?—=0 iſt: z=mf, 


8 


und für: 


2? +? —a?=0 iſt: s=m®. 
Wenn man z und y mittelft der beiden erften ber legten Gleichun- 


gen aus der allgemeinen Auflöfung: 
y= zf(2) 4 Fz 
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eliminirt, fo erhält man die Relation: 


023 
VE OHR 
und ebenfo mitteljt der beiden letten biefer Gleichungen: 


a'z 


Te meta HFON 
Loft man dieſe Gleichungen für fClz) und F(z) auf, fo findet man: 


ay(m’? +2?) — ay(m?-+-z2?) 


= my met) Sam mi Ha © 


aa’ (m — m’)z 
amy (m’? + 2?) — am’ Y(m? + 5 
und mithin wird in dieſem Falle die vollſtändige Auflöſung durch die 
Gleichung: 
|amy (m? + 22) — a'm'Y(m? + 2°)|y 


=a |yYy(m'?+ 22) — a Yy(m?-L2?)} ze+aa’(m — m’) 2 
gegeben. — 

120. Aufgaben über relative Marima und Minima wer- 
ben ganz nach denſelben Principien behandelt, wie früher bei Aus- 
prüden mit einfachen Integralen. — Wenn z. B. verlangt würde, 
bie Form der Function 2 fo zu bejtimmen, daß das Integral: 


IN Vardy 


ein Maximum, ober ein Minimum wird, und zugleich ein anderes 
Integral: 


F@) = 


Sfv'axay 
einen gegebenen conftanten Werth befommt; fo brauchte man für 
3 nur eine folche Form zu juchen, welche den Ausprud: 
If varay + mI{fV’dxay 


zu einem Maximum, oder Minimum macht, indem man bie will- 
fürliche Conftante m wieder wie früher durch den gegebenen Werth 
bes zweiten Integrales beftimmt — und übrigens ganz wie in bem 
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Talle eines abfoluten Marimums, oder Minimums ver- 
führt, — 

Der Beweis, daß der unbeitimmte Factor, womit Das zweite 
Integral multiplicirt werden muß, eine Conftante fein muß, ift dem 
in Nr. 61 ganz ähnlich. — Der Grund davon liegt darin: daß, da 
bie zu erfüllende Gleichung von der Form ift: 


SS... Vaxrdy...=eo, 
ber unbeftimmte Factor, womit fie multiplicirt ift, außerhalb bes 
Integralzeichens ftehbt. — Denn da das Endreſultat der beftimm- 
ten Integration eine conftante, db. h. von z, y... unabhängige 
Größe ift; fo ift Har: daß eine Sleichung von der Form: 
I... Wardy... +31... Widzay...=0 


nur bei einem conftanten Werthe von A ftattfinden kann. — 

Daffelbe ergibt fich auch, wenn das bejtunmte Integral als eine 
Summe von Elementen betrachtet wird. — Die Bedingungsgleichung 
iſt alsdann: 


Vdæidyi ... + Vıdızdya .. ‚+ V'sdrzdy; ... + &c. = const,, 


wo V', Vꝛ, ... die Werthe von F’ find, welche den verfchiebenen 
Werthefpftemen: 


5 Yır-+- Lo, Yyaoy...&c, 


entfprechen. — Multiplicirt man die lette Gleichung mit einem unbe: 
ftunmten Factor A, fo erhält man: 


ıLVdzıdyı ... + Vradeadye...+ V'isdrzdyz ... P&c. - ) *0, 
und ba A offenbar mit m in ver Gleichung: 
SS... VYardy...+ mi{f... V'aray 
identiſch iſt; ſo hat A für alle die Größen: 
Vli, Va, Vs, &c., 


d. b. für alle Werthe von x, 9,... denfelben Werth, ift alfo 
conftant. — 

121. Eine andere Art relativer Marima und Minima 
ift die, wo fich das Integral, welches einen gegebenen Werth haben 
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muß, nur auf die Werthe von x und y bezieht, welche ber Grenz⸗ 
gleichung: 

plz, yJ)= 0 
genügen, und welches folglich ein um eine Einheit weniger vielfaches 
Integral ift, als das zu einem Marimum, oder Minimum zu 
machende Integral, — 

Zwiſchen ver Behanblungsart biefer und jeder andern Gattung 
relativer Maxima und Minima ift fein wefentlicher Unterſchied. 
Die Bariation des Integrales, welches einen gegebenen Werth ba- 
beu foll, wird wieder mit einem unbeſtimmten conftanten Factor 
multiplicirt und das Propuft zu den Gliedern addirt, welche in ver 
Dariation des urfprünglichen Integrale nicht mit dem vielfachften 
Integralzeichen behaftet find, worauf vie Aufgabe wie in dem gewöhn- 
lichen Falle behandelt und die willfürliche Conftante mitteljt des ge- 
gebenen Integralwerthes beftimmt wird. — 


Beifpiel. 


122. Unter allen Formen der Yunction 2 diejenige zu finven, 
welche das beftimmte Integral: 


| Svw:+ ga?) deay 
einer gegebenen Größe gleich, und zugleich das Integral: 
Its — px — gy) dray 
zu einem Marimum, oder Minimum madt. — 
Hier ift: 
Y=3—pı -oy+tnylo?+g?), 
und mithin: 


Zz=1, V. = —ı + — — VY„=— 


ng 
Tat on’ YET 
dV. 


Leitet man hieraus die Werthe von — ae ab, fubjtituirt fie in 
pie Gleichung: 
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und fett der Klirge wegen m= — 2; jo erhält man bie Gleichung: 


q’r — 2pgs + pt = mip’ +98, (@ 
welche fich leicht nach der gewöhnlichen Methode integriren läßt, und 
gibt: 

1 
+’ + — (b) 
Unter ven verjchievenen Fällen, welche hinfichtlich der Beſtim⸗ 
mung ber arbiträren Functionen vorkommen können, wählen wir hier 


ben aus, wo bie Örenzfunctionen durch Elimination von 2 zwifchen 
ver Gleichung (b) und jever ver Gleichungen: 


2? +? 4 22 42, 
(G2) +@%+29?=B? 


erhalten werden. Setzt man die Werthe von Y, Vz, V, in bie 
Gleichung: 


(c) 


V+ Vz - )4 v,(’— 9)0, 
ſo bekommt man: 


— Zu a u Se c(q) 
Aber aus ber erſten ver Gleichung (o) folgt: | 
‚_ __:% ‚__Y% 
pr = 7 1*— 3 


mithin iſt: 
| ‚ ‚4? 
3—-p T — 9 y = 7; 
und bie Gleichung (b) gibt: 
p — — x + %ı(2) 
z + @) IV) + Iy+PVel)hV'2lz)’ 
a=— Y-+ %:() 
+9 + rel) v2) 


Subftituirt man biefe Werthe in bie Gleichung (d), jo wird ſie: 
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und z, vr” eliminirt; fo findet man: 
2c | 
m +2 u—a—bt 
Subftituirt man dieſen Werth für z in bie dritte ber obigen Gleis 
ungen, fo befommt man: 


x = 


(u—a — bi) = — 2” (m + 2)!-re!o, 
Auf Ähnliche Weife ergibt ſich aus ver zweiten ver Gleichungen (f): 
(vd - — 7 2" m + 2)1-2,-1y, 


Aus diefen Gleichungen erhält man leicht: 


ni n—1 
— (44— b) - (a’+-b't) 
ce * — * 


(a + bt) — (a’ + b't) )” 


v=m(m + 2-1 — — 
| 2 ( en _e*) 


und hieraus; 
ai si 


e* (x tb)—cr n tn 


sl n—1 


— 


en —c® 


2 = 


by) — b’ 
Ha |eetpzeeiinr 


Es iſt nicht fchwer einzufehen, daß dieſe Auflöfung durch eine Coor⸗ 
binatenvertaufehung auf die Yorm: 


(æ 9) = Az 


gebracht werden kann. — 

Für n = — 1 wird die allgemeine Auflöſung (b) unbrauchbar, 
weil fie alsdann nur eine arbiträre Sunction enthält. — Aber wenn 
man mit fpecieller Beziehung auf dieſen Fall integrirt, jo fieht man 
leicht ein, dag die wahre Auflöfung folgende ift: 
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z=af (2) + zlzF (£) 
Diefer Ball entfpricht: 
v=(pt+y-—- 29)”, 


und es ift mit keinen Schwierigkeiten verbunden, nach den Bedin⸗ 
gungen der Aufgabe das vorhin gezeigte Verfahren zur Beitimmung 
arbiträrer Yunctionen darauf anzuwenden. — Wenn bie Grenzfunctio- 
nen find: 


2? + y? - 42, 2? + y? —_ a? 
und c, ec’ die Grenzwerthe von z; fo iſt das Reſultat von der Form: 


7 2 
Az = By(y? + 2) LE). 


DBeifpiel 2. 

117. Als eine allgemeinere Aufgabe dieſer Art fei vie Form ver 

Function 2 jo zu beitimmen, daß das Integral: 
STCoz +gy — Darxdy, 

worin f eine ganz beliebige Function bebeutet, ein Maximum, ober 
Minimum wird. — 

Setzt man in diefem Falle v=pxz + gy— 2, ſo hat man: 

z=—-f'(u), Vi =ıfu, V,=yf (u). 

Die Gleichung: 


2=0, oder z_ 2% _ı_o 
dy 
wirb mithin: 
’ du du fw) _ 
KL AO The 


Wird dieſe Gleichung auf die gewöhnliche Weife integrirt, fo findet 
man; 


era). mr er — — — —— 
oder endlich, wenn für u fein Werth geſetzt wird: 
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prt+g—2=f"" rel. 


Diefe Gleichung, welche wie eine partielle Differentialgleichung erſter 
Ordnung integrirt werden kann, gibt: 


=? 4 + a) de en (a) 
worin nach der Integration in Bezug auf z für a nod) fein Werth: 


+) 


gefegt werben muß. — | 
Wenn das gegebene Integral wäre: 


Slcox + gy — zIdray, 
fo wäre die Auflöfung, wie man leicht fieht: 


le) 0 


Diefes Nefultat ift in der allgemeinen Auflöfung (b) anf ©. 280 
nicht enthalten; denn follte die legte Gleichung (b) mit ver allgemei- 


nen Auflöfung: 
tee) 


ipentifch fein, fo müßte nothwendig n = 3, alfo: 





—_ 13 _g 
n 


fein, was ein offenbar unzuläffiger Werth ifi. — 


Beifpiel 3. 


118. Wenn u eine beliebige Function von x, Y, 2 ift, z fo zu 
beftimmen, daß das Integral: 


Sutpz + qu — 2) day 
ein Marimum, ober ein Minimum wird. — 
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Hier ift: 
d 
z=(pr+gy— * - 


Yz,=ur, Y,=uy, 
und bie Gleichung: 


2=0 
wird folglich: 
du, du, ,du__ 
— zu. 


Wenn die gegebene Function u eine homogene des n ten Grades 
wäre, jo wäre dieſe Gleichung gleichbeveutend mit: 


Rr+Y)u=0, 


und könnte alfo nur durch gu 0 erfüllt werben, wenn niht n=— 3 
wäre, in welchem alle die Gleichung eine identische wäre.*) — 


Beiſpiel 4. 
119. Für die Function z eine folche Form zu finden, daß das 
Integral: 
IV pP? + a’)axay 
ein Marimum, ober ein Minimum wird. — 
Hier ift: 
— — 
Pr 
und bie Gleichung: 


76° + +4)’ 
2=0 
wird: 
g’r— 2pge + pt=0, (a) 
wovon das Integral bekanntlich iſt: 


y=.ıfz +F%. (b) 
(1). Zuerſt wollen wir annehmen, daß die Grenzfunctionen @, 


*) Wegen einer weiteren Auseinandberfegung dieſes Falles vergl. Kap. 10. 
19 
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Falle eines Doppelintegrales bewieſen wird. — Denn es ſei das 
Integral der partiellen Differentialgleichung von der Form: 


u=F ix, Yy,2, 9, (d, v'), p2(v, v'), 93(d, v), Pa (V, v)l, (E) 
wo v, v' gegebene Functionen von x, y, 2 find — 3. B.: 


v=zor tby+o, V=adar+by+ cz; ( ) 


jo erhält man durch Elimination von u, ©. y, 2 zwiſchen ven ſechs 
Gleichungen (C), (D), (E), (F) zwei ©leichungen von ver Form: 


fı { vv, 9, (0, v'), Pa (v, v'), Ps (d, v), Y9(v, v) h =VU, 
f2 [v, v, 9 (v, v'), 92 (vd, v'), 93 (v, v), 9; (v, v) } —=(. 


Zwei andere Gleichungen ergeben fih auf ähnliche Weife aus ver 
andern Grenzfunction , jo daß man zufammen vier Gleichungen 
zur Beſtimmung der vier arbiträren. Functionen 1, Pe, Ps, Pa 
hat. — Subftitwirt man bie gefundenen Werthe diefer Yunctionen in 
(E), fo erhält man envlich ein beftimmtes Reſultat von ver Form: 


f(w2,y,2)= 0. 


(2). Wenn der der Grenzfunction ꝙ entfprechende Werth von 
u auch gegeben ift, fo tritt eine Ähnliche Mopification ein, wie bie 
in Nr. 112. Die .Sleihung 9, = 0 fällt nämlich weg und e8 tritt 
bafür eine andere Gleichung an bie Stelle, welche fich aus dem gege- 
benen Werthe von u ergibt. — Desgleichen, wenn ber Grenzwerth 
eine® ber Differentialquotienten: 


au du du 

de’ dy’ da 
ebenfalls gegeben ift, fo fällt die Gleichung 9’, = 0 auch weg, und 
wirb durch eine andere erjeßt, welche fich aus ben gegebenen Werthe 
dieſes Differentialquotienten ergibt. — 

(3). Wenn endlich die Form der Grenzfuncion p erſt durch 
Elimination von u zwifchen der Gleichung (E) und einer gegebenen 
bejtimmten ©leichung : 

u=f (2, Y, 2) 
beftinumt werden muß; fo find die Variationen du, da durch bie Glei⸗ 
Aungen: 
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af, — IF _ 4F 
62 =, 82-4 0F= 5,05 + du 


verfnüpft, und, wie in dem Balle eine® doppelten Integrales, ift bie 
erfte der Gleichungen (B) gleichbebeutend mit: 


d d 
Vi +9ı T_Z =(, 
OS, =0, 


jo daß man wieber viefelbe Anzahl won Gleichungen hat, wie zuvor. 
— 68 ift unnöthig, dieſe Unterfuchung weiter fortzufegen, weil das 
Berfahren dem frühern bei einem Doppelintegrale ganz analog 
ift. — Jede Bedingung, wodurch die Anzahl der durch (B) gegebenen 
Gleichungen vermindert wirb, gibt auch bier wieder eine hinreichende 
Anzahl neuer Gleichungen an die Hand, wodurch jene erſetzt werben. 
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Achtes Kapitel. 
Anwendung der variationsrechnung auf Geometrie. 


B. Auf krummen Flächen. 


125. Die Anwendungen der Variationsrechnung auf die Theorie der 
krummen Flächen ſind ihrer Natur nach ſehr beſchränkt; denn 
ſelbſt innerhalb der engen Grenzen, welche wir uns ſchon in Nr. 62 
geſetzt haben, find die Mittel, welche man zur Integration partiel- 
ter Differentialgleichungen befitt, jo befchränft, daß man im Allge- 
meinen zu feinen genügenven Refultaten gelangen faın. — Dies ift 
aber ein Mangel ver Integral- und nicht ver Bariationsrecdh« 
nung; benn bie Regeln der lettern führen immer auf eine, over meh⸗ 
rere Gleichungen, welche bie charakteriftifche Cigenfchaft ver gefuchten 
Fläche oder Klafje von Flächen ausbrüden — und es ift alsdann 
bie Aufgabe der Integralrechnung: die endliche Gleichung der— 
felben zwifchen ven Coorbinaten daraus abzuleiten. — 


Aufgabe J. 
126. Die frumme Fläche zu finden, für welche das Integral 


Suas 


ein Marimum, oder ein Minimum wird, wenn dS das Flächen- 
element und gu eine gegebene Function der Eoorbinaten x, y, 2 iſt. 
Aufl. Sett man für dS feinen Werth; 

yA+p?+g9)dıay, 

fo wird das fragliche Integral: 

Su/c+p? + a’)dzay; 

es iſt alſo: | 
VY=uy(l+p° +4) 





woraus folgt: 


t-+p?-+9°) —, — — 
———— =, Dr Pr = pt 
V2= 0, Vry — 0, Vya = 0, 
und hieraus durch Differentiation: 


ar — — ee + Pe) +4 (I+g”r-pgs 
er yurp'te’ dr teh 
— (de + „+ „AtrÜr-pge 
—yd+p?+g9\ay i+p’+g’s 
Die — 
ZW: _4e_ 
n=2—- de dy 0 


auf S. 266 wird demnach: 


A+gdr-2pgs+l+p9t 1 du , du du 
AFP rg # mer. 4) 





(A) 
und geftattet eine ähnliche geometrifche Interpretation, wie die ©. 156 
von der entjprechenden Gleichung gegebene. — ‘Denn wenn R, R 
bie Hauptrümmungshalbmefjer ver Fläche beveuten, fo ift bekanntlich: 
t, 1 _Ad+dr— 2pgs+ll+p®)t 
RT z 


RT ci+p?+g9%8 
und wenn a,ß,y die ſpitzen Winkel bezeichnen, welche die Normale mit 
den Coordinatenaxen macht; jo kann die legte Gleichung auf die Form: 


1 i_ A du 
317°” — eo +eosp 


gebracht werben, aus welcher Gleichung fich leicht ähnliche Theoreme 
ableiten lafjen, wie bie früher bei krummen Linien gefundenen. — Iſt 
z. D. u eine homogene Function des m ten &liedes, fo erhält man 
ein ähnliches Theorem, wie. das auf ©. 169. 

Denken wir und wiever eine Fläche befchrieben, deren Gleichung 
w== const, ift, und in Bezug auf diefe Fläche durch den Anfangs 
punkt zu der von dem Anfangspunfte nach irgend einen Punfte 
der Fläche, welche [judSs zu einen Marimum, oder Minimum 
macht, gezogenen Geraden eine conjugirte Ebene gelegt; jo ergibt fich 

20 
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genau wie früher (©. 168), wenn n das zwifchen biefer Ebene und 
ber krummen Fläche liegende Stüd der Normale ver legten bezeichnet: 


m 


EU Zu 


b. bh: Wenn u eine homogene Function m ten Grades 
bon z,y, 2 ift, fo iſt die Fläche, welche das Integral [fudS 
zu einem Marimum, oder Minimum macht, fo befchaffen: 
baß die Sunme der reciprofen Werthe der Hauptfrüm- 
mungsbalbmejjer dem m fahen reciprofen Wertbe der 
Normalen glei ijt. — 

Um die Bedingungen fennen zu lernen, welche an ben Integra- 
tionsgrenzen erfüllt werden müſſen, wollen wir annehmen, daß bie 
gefuchte Fläche von zwei Flächen begrenzt wird, deren Differential- 
gleihungen folgende find: 


ds = pdr+g'dy, 
ds=p’de-+g"dy. 


Wegen: 
EL CAR, 
dy Zr 
= V: or . 
N Yarzr 9 
und: 
dy_P -p 
de q9-g 
wird alsdann bie Gleichung: 
Vo + 00 (g’ —qg)= 
offenbar: 
qq — 
koylitp®+g°?)+Bo —— 0, 


oder wenn man bie Brüche fortfchafft und die Annahme a, = 0 uns 
beachtet läßt: . 
1+pP rg =0; 
und ebenfo würbe man finven: 
IH rg =. 
Die gefuchte Fläche durchſchneidet alfo ihre Begrenzungsflächen unter 
rechten Winkeln. — 





307 


Beifpiel. 


127. Eine Fläche von folcher Beichaffenheit zu finden, daß ber 
zwifchen zwei gegebenen Flächen liegende Theil derſelben ven klein— 
ſten Flächeninhalt hat. — 

Hier iſt: 

ui, 0 80 #=0, 


de du 
ſo daß die allgemeine Gleichung in dieſem Falle wird: 
{ 1 
EA 50 
und gibt entiveber: 
R=a, R=w,oer R+R=!. 


In der erſten Vorausſetzung wäre alfo tie gejuchte Fläche eine 
Ebene, was jeboch nicht die allgemeine Auflöfung ift, weil es 
unmöglich ift, damit in allen Fällen die Grenzbedingungen zu erfüllen. 
— Dan muß alfo nehmen: 
‚R+F=0, 

d. h. die geſuchte Fläche von dem kleinſten Flächeninhalte 
iſt im Allgemeinen ſo beſchaffen: daß die Hauptkrüm— 
mungshalbmeſſer in jedem ihrer Punkte gleich und von 
entgegengeſetztem Zeichen ſind.“) — 


Aufgabe 2. 
128. Die Fläche zu finden, welche das Integral: 
NudS + w'dray) 


wo dS das Tlächenelement und u, w zwei gegebene Functionen von 
x, 9, z beveuten, zu einem Marimum, oder Minimum macht. 
Aufl. Im diefem Falle ift: 


v=zu/yti+pP+Dd+uw, 


*) Wegen ber weitern Unterſuchung biefer Fläche vergl. Monge: Appli- 
cation de l’Analyse a la Geometrie, p. 184. 
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woraus folgt: 
z=eydtm+gyrd, 
vn pp 
yA+p’+g° 


nr - p du (1 +g®)r — pgs 
rem 


19 
’ en 
m. q +gE)tu (1-+p? ArpIt—pgs 
ydatr + en FH HeN 
Die sum. 


wirb baher: 
A+gNr— rg tip?) 
d+pPrg9 


di 9 _ du\ Ad 
Foya nr (Pi dy =) w dz =0, (A) 


oder wenn, wie in ber vorhergehenden Aufgabe, wieder die Größen 
R, R', «, ß, y eingeführt werben: 


a ee er 2 =). (B) 





Die Glieder außerhalb des doppelten Integralzeichens find offenbar: 


) 


und wenn man biefe Größe, wie in der vorhergehenden Aufgabe, 
unter der Vorausfegung behandelt, daß die gefuchte Fläche von zivei 
gegebenen Flächen begrenzt wird; jo hat man an jeber Grenze bie 
Gleichung: | 


TER x 
(uyli + p? +9)+u)dy 4 Var” dr, 
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ad+pP +) +uvd+o+MmM=0. 


Wenn alſo wo, @, die Winkel find, unter welchen bie gefuchte 
Fläche ihre Begrenzungsflächen durchſchneidet; jo hat man: 


’ 


cos oo = — FL ch, 
Ko 
(©) 
cos; = — 10080, 
Bı 


wo Oo, Oi die Winkel bedeuten, welche die Berührungsebenen an 
ben beiden Grenzflächen mit der Ebene ver xy machen. — 


Beifpiel 


129. Eine krumme Fläche von ſolcher Beichaffenheit zu finden, 
baß jie bei einer gegebenen Größe ihres Flächeninhaltes. das grö- 
Beite Volumen umfchlieft. — 

Nah dem allgeineinen Principe für ifoperimetrifche Probleme 
(Nr. 61) ift das bier zu einem Maximum zu machende Integral 
offenbar: 


Niz—ayli+p?+ gd}dray, 


jo daß ſich die gefuchte Auflöfung aus der allgemeinen Aufgabe er- 
gibt, wenn man feßt: 


u=—a u, 
alſo: 
eg Bo 0, - 
Fri y' a = d *1, 


wodurch ſich die Gleichungen (A) und (B) reſp. auf: 


A+q9r  2pge + + pP + 2 (+ p°+g9=0 
und: f 
RtRTT (D) 
rebuciren. — 
Die Fläche, welche bei einem gegebenen Flächen— 
inbalte das größefte Volumen einfchließt, iſt folglich fo 
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befhaffen, daß die Summe ihrer Hauptlrümmungen für 
jeden ihrer Punkte conftant iſt. — 

130. Die Gleichungen, welche bie außerhalb des doppelten 
Sntegralzeichens ftehenden Glieder geben, hängen folglicd von ver be- 
fondern Form ab, in welcher die Aufgabe vorgelegt if. — Wenn 
3. B. eine folche Fläche gefucht würde, daß ver Theil berfelben, 
welcher von den Durchſchnittslinien derſelben mit einer gegebenen 
Fläche und der Ebene der xy begrenzt wird, eine gegebene Größe 
hat, und daß das Volumen zwijchen jenem Tlächentheile, ver projici- 
renden Chlinderfläche ber erjten Durchfchnittscurve und ver Ebene 
ber zy ein Marimum wird; fo rebucirt fich bie erfte der Glei⸗ 
chungen (C) auf ©. 209 auf folgende: 


21 co80, = ac0s9.. (a) 


Wenn ferner die erfte Begrenzungscurve in einer in der Entfernung 
=b zu der Ebene ber xy parallelen Ebene läge, fo wäre: 


2», —=b, cosd, =1, 


und folglich: 


b 
cam =. (b) 
Die gefuchte Fläche durchſchneidet alfo die Begrenzungsebene unter 
einem confjtanten Winkel — und die Durchfchnittscurve ift im 
biefem Falle eine Krümmungsliniee — Die zweite ver Gleichungen 
(C) wird unter venfelben Umftänven: 
c080, —=(), 


jo daß die gefuchte Fläche bie Ebene der xy unter einem rechten 
Winkel fchneidet. 
Für b=a wird bie Gleihung (b): 


c080, —=1, oder o, —=(, 


jo daß die gefuchte Fläche die Begrenzungsebene in einem Punkte 
berührt, weil eine Berührung längs einer Curve nach der Natur 
ber Aufgabe nicht möglich ift. — Für b>a wird die Gleichung (b) 
. unmöglicd. 

132. Als einen zweiten fpeciellen Fall wollen wir annehmen, daß 
zwei Curven von gegebenen Längen, wovon bie eine in ver Ebene 
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ber xy und bie andere in einer dazu parallelen Ebene Liegt, durch 
eine Fläche von gegebener Größe verbunden werben follen, fo daß 
das eingefchloffene Volumen ein Marimum iſt. — 
Dezeichnen wir mit; 
([fzdrdy) 
pen Werth des Integrales: 


Szaray, 


wenn es durch ben ganzen von ber erjten ber obigen Eurven um- 
ichloffenen Raum eritredt wird, und burch: 


Mdædu 


den Werth deſſelben Integrales, wenn es durch den ganzen, von der 
Projection der zweiten Curve begrenzten Raum ausgedehnt wird; 
ſo iſt klar, daß das zu einem Maximum zu machende Volumen 
ausgedrückt wird durch: 


Oſadædy) — Iſadædy] + zfyodr, 


wo das einfache Integral auf venfelben Raum erftredt werben muß, 
wie das doppelte Integral: 


[I zdray]. 


Ferner wird bie Fläche, welche dieſes Volumen feitwärts begrenzt, 
in berjelben Bezeihnungsart ausgedrückt durch: 


Syiatr?+gMardy) — [SyCi+P?+gVdzdy], 
und bie rejp. Längen ver Begrenzungscurven werben ausgedrückt durch: 


di duo? 

V(- — —* Jv(+ Fr 

Die zu einem Marimum zu machenne Yunction wird alfo nach dem 
allgemeinen Sage für relative Marima und Minima audge- 


drückt durch: 
IiSaV 


d d 2 
+ [{vozo + mo / (142 yo” ;)jde+ m. vlt )ar, (b) 
wo das Doppelte Integral durch den ganzen Raum erſtreckt werben 


(8) 
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muß, welcher zwifchen ber erften Curve und ber Projection der zwei⸗ 


ten liegt. — Die totale oder vollftändige Variation dieſes Aus⸗ 
druckes ift: 


ul re rer rn) | özdrdy 


9 —— datlz-aritp tg}: anar 


(c) 
N). at | 

_ 2..n? 

Y 

dr, ? 
öy,dz 

1 dy 2 3 Yı 
(1+ 1) 


dxo? 
+ Dzofyodx + zo — mo ———I 
{ 1490 


Da eine der Grenzcurven in ber Ebene ber y liegt, hat man 
offenbar: Ä 


Dz, =öz, + qıdyı =, 


und ba bie zweite Grenzcurve in einer dazu parallelen Ebene liegt; 
fo ift Dzo offenbar längs ver ganzen obern ©renzcurve conftant. 
— Eliminirt man alfo dzo, dz, mittelft ver Gleichungen: 


dz, + g.dyı =0, dzo + quöyo = Dzo, 


und ſetzt vie Coefficienten der zurückbleibenden Variationen dz, dyo, 
öy,, Dao einzeln = 0; fo erhält man die Gleichungen: 
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(1-+g®9r — 2pgs + (1 —D 14—0, 


d? 
„ta +19 37 2 a 


BIETET Org vn (+ Ga 





n (d) 
1-+Ppo*+-Po9 3, m Fr j 
THF Mo dyaa\d 
(tz) 


d 
90 — Po = 
ſuodæ — _— — — 4 
Y(i-+po?+ Pr y hu 
wenn man fich erinnert, daß die von dem Integralzeichen ganz freien 
Glieder an und für fih verfhwinden müſſen. Da aber 2 ungeän- 


dert bleibt, wenn man auf jeber ber beiden Grenzcurven von eis 
nem Punkte zu einem andern übergeht; fo ift: . 


d 
?ı + Q 0, P+ oe =0. 
) 


Wenn ferner g,, 00 Tefp. die Krümmungshalbmeſſer viejer beiden 
Curven bezeichnen, fo hat man: 


d?y, PL 








JJ 


Subſtituirt man dieſe Werthe in die zweite und dritte der vorher⸗ 
gehenden Gleichungen, ſo erhält man: 


a m, a m 
— 37m t <=), Ian; 
yirp’r Fol 7 yt+po’+g’) @o 0; (@ 


oder wenn O,, Oo reſp. die Winkel bezeichnen, welche die Berüh⸗ 
rungsebenen in zwei beliebigen Punkten der Grenzeurven mit ber 
Ebene der zy machen: ge 
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m Mg 
0,080, = — Oo cos FE — 


Hieraus folgt: daß für jeden Punkt ver Grenzlinien die Projection 
ihres Krümmungshalbmeſſers auf die Berührungsebene der gefuchten 


Fläche conſtant iſt. — 
| Betrachten wir nun bie vierte Der Gleichungen (d), nämlich: 


d 
107 Po rg 
dx — — — de) . f 
— me ) Zap tg o 
wo das Integral durch Die ganze obere Grenzeurve zu erſtrecken ift. 
— Es iſt im Allgemeinen: 


dy 
9- P ir % 

+ — vita) 
wo das boppelte Integral durch den ganzen, von einer gegebenen 
Curve begrenzten Raum, und das einfache durch den ganzen Umfang 
ber Grenzcurve zu nehmen if. — Wenn man alfo auf einer Fläche 
von conftanter mittlerer Krümmung eine gejchloffene Curve 
bejchreibt, und ftellt das durch den ganzen Umfang verfelben ausge- 
dehnte einfache Integral in (g) durch: 


dyo 
90 — Po do 
vd +70°+ FRE 


bar; jo hat man: 


” rn )ara ſſaraueſuar 
REST — „Ser y var. 


Setzt man diefen Werth in (f), jo erhält man: O=0; alfo feine 
neue Bedingung. 








*) Wegen des Beweiſes biefes, jo viel ung befannt, von Laplace ber- 
rührenden Theoremes, vergl. Kap. 10. 
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Soll aber vie obige Schlußweife Gültigkeit haben, fo muß offen» 
bar ber auf einer Seite der Ebene der Grenzcurve liegende Theil der 
Fläche gefchloffen fein, weil fonft das durch vie Gleichung (g) 
ausgedrückte Theorem nicht ftattfindet. — Werner ift erforderlich: daß 
ein auf ber Ebene der xy errichtetes Perpendifel dieſen Theil ver 
Fläche nur einmal trifft. — Das Richtjtattfinden dieſer Bedingung 
würde ebenfall8 eine Mopification ver Gleichung (g) zur Folge haben; 
aber wenn dieſe Bedingungen erfüllt werben, fo wird die vierte ber 
Gleichungen (f), wie wir gefehen haben, eine iventifche, — Werben 
diefe Bedingungen nicht erfüllt, fo gibt dieſe Gleichung eine Bedin— 
gung zur Beftimmung einer der in dem Integrale ver Gleichung (D) 
enthaltenen arbiträren Functionen. Wenn man z.B. als eine par- 
tifuläre Auflöfung von (D) eine Rotationsflähe um eine zu 
ber Are ver = parallele Gerade nimmt, fo läßt ſich aus dieſer Glei— 
chung berleiten: daß die gefuchte Fläche eine ſphäriſche ift. *) 

Es wäre jebt noch der wichtige Tall zu umterfuchen, wo unter 
allen gefchloffenen krummen Flächen bie gefunden werben fol, 
welche bei demſelben Flächeninhalte das größte Bolumen 
einschließt. — Dies ift befanntlich die Kugelfläche; allein dieſe Löſung 
bat bis jeßt nicht aus den durch die Variationsrechnung erhaltenen 
Gleichungen abgeleitet werben können, weil die fich auf die Integra- 
tionsgrenzen beziehenden Glieder von ſelbſt verſchwinden und 
bie allein übrigbleibende Gleichung: 


| { 1 
RTRTa 
over deren gleichgeltenpe, fich bis jett nicht hat allgemein integriven 
laſſen. — Der Berfafler bat aber auf indirekte Weife gezeigt: Daß 


bie Kugelfläche die einzige krumme Fläche ift, welche viefer Glei— 
hung genügt, worüber man Liouville’s Journal I Tome XVIII 
p. 163 vergleichen Tann. 


nn — —— — — — — — 


*) Da der Fall einer Rotationsfläche ſchon früher (Nr. 76) unterſucht iſt, 
jo wird e8 nicht nöthig fein, bier nochmals darauf zurüdzufommen. — Bergl. 
Delaunay, p. 116. 


nn — — — — 
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Neuntes Kapitel. 
Anwendung der Daristionsrechnung auf Mechanik. 


132. Die Anwendungen ver Bariationsrechnung auf Mechanik 
find von zwei verfchievdenen Arten — nämlich: 1) auf Probleme über 
Marima und Minima, wobei, wie in ven geometrifchen An- 
wendungen der Variationsrechnung, Functionen von veränderlicher 
Form vorfommen — und 2) auf die Herleitung der Gleichungen 
bes Gleihgewichtes und der Bewegung materieller Syſteme 
von befannter Eonftitution. — Diefe Teste Anwendung ift beiweitem 
bie wichtigfte, und ift zuerft von Lagrange gemacht worden. — Wir 
werben nun DBeifpiele beiver Arten von Problemen vornehmen, indem 
wir mit dem folgenden fehr allgemeinen Falle des berühmten Proble- 
mes von der „Brachiſtochr one” beginnen. — 


Aufgabe I. 


133. Wenn ein materieller Punkt gezwungen ift, fich auf einer 
gegebenen Fläche zu bewegen, und vie auf ihn wirkenden Kräfte fo 
befchaffen find, daß der Ausdruck: 


Xdr + Yay-+ Zdz 


ein genaues Differential wird, bie Curve zu finden, längs welcher 
fi diefer miaterielle Punkt bewegen muß, um in der kürzeſten Zeit 
von einem Punkte feiner Bahn in irgend einen andern Bunft derfelben 
zu gelangen, 

Aufl. Wenn ds das Clement des Weges, v die Tangential⸗ 
gefchwindigfeit und T die Zeit beveuten; jo ift offenbar: 

T= . 

und außerdem: 


v? = 25 + Yay+ Zia)= plz, y, 2). 


— — — — — — — 
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Unfere jegige Aufgabe ift mithin nur ein fpecieller Ball ber 


in Nr. 82 behandelten allgemeinen Aufgabe, wenn u = . geſetzt 
wird. — Man hat folglich: 


u__t w__X 
de vie’ mw’ 
u__N w__NY 
y vie y mw’ 
ua__t a__Z 
ı ad mw’ 
und bie erfte ber Gleichungen (F) auf S. 200 wird alfo jekt: 
1 1 1 
Pu = zelXeosa-- Ycosß + Zcosy)*, (A) 


woraus fich die folgenden allgemeinen Cigenfchaften der gejuchten 
Curve ergeben: 

(1). Es ſei die Nefultante ver auf ben materiellen Punkt 
wirkenden Kräfte, co der Winkel, welchen ihre Richtung mit dem 
Perpendikel auf ber Ebene des durch die Tangente an der befchrie- 
benen Curve gelegten Normalfchnittes der Fläche macht, und 9 ver 
Winkel zwifchen biefer Ebene und ber Krümmungsebene des Weges; 
fo bat man: 


und: 
Xcosa- Ycosß-+ Zcosy = Rcoso. 


Sett man dieſe Werthe in die Gleichung (A), fo wird fie: 


in? 7 2 

u —& * a oder 7 sin? = R?cos?o, 

ober weil beide Seiten biefer legten Gleichung daſſelbe Zeichen 
haben müſſen: 








ind = Rcosa. *) 
*) Wenn biefe Zeihen verfhieben wären, fo fände Fein Drud auf 


bie bejchriebene Curve flatt, unb bie Bewegung bes materiellen Punktes wäre 
eine freie. 


318 


Dieje Gleihung prüdt aus: daß die Componente ver Gentrifugual- 
fraft nach der auf Der Ebene des Normalfchnittes fenfrechten Nich- 
tung, d. h. nach der Zangente des fenfrechten Durchfchnittes ver 
Fläche, der Componente von R nach derfelben Richtung gleich ift. — 
Nun ift aber der nach irgend welcher Richtung auf die befchriebene 
Curve ausgeübte Drud offenbar die Summe ver Komponenten von 
R und ber Gentrifugualfraft nach derſelben Richtung.| Wenn alfo der 
Zotaldrud in zwei Komponenten zerlegt wird, die eine nach dev Nor- 
male der Trummen Fläche, und bie andere nach der Berührungs- 
ebene; jo wird der Werth ver legtern ausgebrüdt durch: 


2 
* sind + Rcoso = 2 Rcosw. 


Die auf den materiellen Punkt wirfende Totalkraft kann in drei 
Componenten zerlegt werden — nämlich: 1) in die nach ber Tangente 
des befchriebenen Weges, welche allein bie Zunahme ver Gefchwin- 
digkeit bewirkt; 2) in die nach ber Normale der krummen Fläche, welche 
den Drud auf dieſe Fläche bewirkt, und 3) in die nach einer auf ber 
fetten ſenkrechten Richtung, welche vie feitlich ablenfende Kraft 
genannt werden mag, weil fie in ver That ver Theil ver Totalkraft 
ift, welcher den materiellen Punkt feitwärts von dem Wege zu 
entfernen ftrebt, nach welchem er fich bewegen muß. — Wir find alfo 
zu dem Refultate gelangt: 

„Wenn ein materieller Punkt auf einer gegebenen 
Fläche einen folhen Weg befchreiben foll, daß er in ber 
Fürzeften Zeit von einem Punkte nach einem andern ge- 
langt; fo ift die feitlich ablenkende Kraft oder ver Ser: 
tendruck auf die befchriebene Curve boppelt fo groß, als 
wenn der Bunft in Ruhe wäre, d. b. die Langentialcom- 
ponente =0 wäre.” — 

(2). Wenn die Refultante R in der Ebene des Normalfchnittes 
liegt, jo ift die gefuchte Curve eine geopätifche Linie. Denn in 
biefem Falle ift: 


Xcos -+- Ycosß + Zcosp =, 
alſo: 
oe=o, 6 = 0; 


mithin die Krümmungsebene fenfrecht auf der krummen Fläche, ꝛc. 
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(3). Wenn blos die Schwerfraft auf ben materiellen Punkt 
wirkt, und die Are der z vertikal angenommen wird; fo it: 
| X=0, Y=0 Z=—g, 
und die Gleichung (A) gibt: 


Weiter ift: 
v?=2[j(Xdr + Yady-t Zaz) = 2gl(h — 2), 
wo A die anfängliche Höhe beveutet. Folglich: 


 —— — — 772— 


ET I (a) 


Es fei P (Fig. 14) der Ort des materiellen Punktes in irgend einem 
Moment, PN eine in ver Berührungsebene ver Fläche liegende Nor- 
male bes bejchriebenen Weges, jo weit verlängert, bis fie die durch 
ben Ausgangspunkt der Bewegung gelegte Horizontalebene trifft, und 
PZ, ein Perpendifel auf dieſer Ebene; fo ift: 

PZ=h-—z, 
und weil PN offenbar auf der Ebene des Normaljchnittes ſenkrecht iſt; 


NPZ=y. 





Matı hat mithin: 
h— z2=f/PZ=PN.cosy, 


und wenn dieſer Werth in die Gleichung: 
it _A_ _ey_ 
0° o? — 4(h - 2)? 
gefett wird; jo findet man: 
1 1 1 
0? eTT ap & 
Wenn bie Berührungsebene im Punkte P der Trummen Fläche 
horizontal ift, jo bat mean: 
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fo daß vie Oskulationsebene der Curve bes fchneliften alles in bie- 
ſem Punkte mit ver einen geodätifchen Linie zufammenfällt. 

Wenn ferner 9 den Winfel bezeichnet, welchen PN mit der Os⸗ 
tulationgebene macht, fo hat man nach dem Meunier’fchen Theoreme: 


e=0'sin®; 


alfo: 
1 1 __cos?’0 1 
Te om 
oder: 
oe = ?PN.cos®; (c) 


d. b. in jebem Punkte einer Linie des fchnellften Falles auf einer 
beliebigen krummen Fläche ift ver Krümmungshalbmeſſer voppelt fo 
groß, als die Projection der auf die oben angegebene Weife gezoge- 
nen Normale auf die Oskulationsebene. — 

Wenn die gegebene Fläche eine Kugeloberfläche von dem 
Halbmeffer —= 1, und r der jphärifche Krümmungshalbmefjer*) ift, 
fo bat man: 

e=sinor, 0 =1 ı_1- 
’ , o? o? 
Es fei HH’ (Fig. 15) der größte Kreis, deſſen Ebene horizontal 
ft, und wir wollen annehmen: daß ber materielle Punkt von einem 
Punkte in dem Umfange dieſes Kreifes ohne anfängliche Gefchwindig- 
digfeit ausgeht. Ferner fet der Bol O viejes Kreiſes der Anfangs- 
punkt der fphärifchen Coorbinaten, p ber Drt des beweglichen Punk⸗ 
tes in irgend einem Augenblide, op ber Rabiusvector, og fenkrecht 
auf der Tangente, pn die Normale, und: j 


= cot?r, 


u=0P, V=PN, = 09; 
fo ift offenbar: 
 cosy—sinz, PN=tanv, h—3= cosp. 


Subftitwirt man diefe Werthe in die Gleichung (a), fo erhält man: 


5 cosu 
un m 

*) Bergl. Graves: Two geometrical Memoirs etc. by M. Chasles. 
Translatet etc. pp. 93 u. 95. 





be = 2 N Ze 2 
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Run ift aber: 
sin udu 


taar = — 
coszda ’ 


wo das negative Zeicheü genommen ift, weil die Curve gegen ben 
Anfangspunkt conver ift; folglich: 


tanudu = — 2cotxdr, 
oder wenn man integrirt: 
sin? = mcosu, (d) 
und aus der Gleichung (b) folgt: 
tanr = ?2tanv, (e) 


woburch offenbar eine ähnliche igenfchaft wie bei ver Cycloide 
ausgerrüdt wird. — 

(4). Die auf den materiellen Punkt wirkende Kraft fei eine 
einzelne Gentralfraft, deren Intenfität ſich wie Die nte Potenz ver 
Entfernung ändert; fo bat man, wenn das Centrum ver Kraft als 
Anfangspunft der Coorbinaten genommen wird: 


erig Yoeriy Zerz, 
2 
ı— 2) 1, * 
v?=2j(Xde + Yay-+- Za:) Fer ) 
Subjitituirt man dieſe Werthe in (A), fo erhält man: 
o? — go? 
ober wenn p dad Perpendikel aus dem Anfangspunfte auf die Ebene 
des Normalfchnittes bedeutet: 
1 I _/(n+1\?p? 
2° — pr, M 
und folglich, wenn 9 ver ſpitze Winkel iſt, welchen die Oskulations⸗ 
ebene mit der Ebene des Normaljchnittes bildet: 


sind _ tand + pP 
) ed * + —5— ri? (8) 


1 1 - (41) (Feet yo Fe, 





*) Es ift bier der Einfachheit wegen vorausgefett, daß die Conſtante ver- 
Ihwindet, welche Einſchränkung fich leicht interpretiren läßt. — 
21 
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wo da8 obere, oder dad untere Zeichen genommen werben muß, 
jenachdem vie Gentralfraft eine repulfive, ober eine attractive 
it. — 

(5). Wenn allgemein R bie Centraltraft bezeichnet, ſo folgt 
aus a 


2 sind +(Xcose + Ycosß + Zcosy) = + Rcoso, 


wo o ber Winkel zwifchen R und ber in ber Berührungsebene ge- 
zogenen Normale der Eurve ift. — Man bat alfo: 
v? | 

+R= 0 cos o cosec 0 (h) 
welcher Ausdruck fich Leicht wie folgt geometrifch darſtellen läßt: 
Durh den Krümmungsmittelpunft ziehe man ein Perpenpifel auf bie 
Dskulationsebene, und aus dem Punkte, wo daſſelbe die Berührungs- 
ebene trifjt, als Mittelpunkt, befchreibe man durch den Punkt ver 
Curve eine Kugelfläche; "fo bat man, wenn c die durch ven Mittel- 
punkt der Kraft gehende Sehne nie Kugelfläche bezeichnet: 


R=+ — | Gi) 
Derfelbe Ausdruck ift, wie man fogleich fehen wird, auch bei 


ber Bewegung eines materiellen Punktes anwendbar, welcher fich unter 
ver Wirkung einer Centralfraft auf einer gegebenen Fläche frei bewe— 


gen kann. — 
(6). Wir haben früher (©. 200) gefehen, daß die Gleichung: 
* — = * (osa 4eoss 5, du + cosy 


bie Auflöfung zweier Aufgaben enthält, nämlich: 1) die Curve zu 
finden, welche das Integral fuds zu einem Minimum macht — 
und: 2) die Curve, welche das Integral * zu einem Minimum 
macht. — 
Demnach enthält in dem vorliegenden Falle die Gleichung: 
A 1 


sr Fi =. 1 Xcosa + Ycosß + Zcosy)? 
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nicht blos die Auflöfung des Problemes der Brachiſtochrone, 
welche dem Integrale: 

T- de 

v 

entfpricht, fondern auch die Beitimmung des Weges, welchen ver ma⸗ 
terielle Punft unter der Wirkung gegebener Kräfte bejchreibt, wenn 
derſelbe blos gezwungen iſt, fich auf einer gegebenen Fläche zu bes 
wegen. — Demi dieſe lette Aufgabe wird (nach dem Principe ver 
Eleinften Wirkung) gelöjt, wenn man ven Weg des materiellen 
Bunftes fo beftimmt: daß das Integral [vds ein Minimum wird, 
— Beide Aufgaben hängen aljo wie früher (S. 200) zuſammen — 
und man kann daher ſagen: 

„Der Weg, welchen ein materieller Punkt auf einer 
gegebenen Fläche unter ber Wirfung von Kräften be- 
fchreibt, welde den Ausprud: 

Xdx -+ Ydy -+ Zdz 
zu einem eracten Differential machen, und bie Curve des 
fhnellften Ueberganges von einem Punkte zu einem an— 
bern, werden durch diefelbe Differentialgleichung: 


d 
=1(»,%) 
ausgedrüdt. — 


(7). Wenn der materielle Punkt ganz frei ift, fo fällt die 
Gleichung uv=0 aufS.197 weg, und bie Gleichungen (C) auf ©. 198 
werden : 


du az dı du __ 








FF air 7 er Fr Pau 
du d’y  dy du 
y rt a. 8* 





57 d’s ds ds * 


Es ſeien a, 8, die Winkel, welche eine in ver Normalebene der 
Curve beliebig gezogene ®erade Z mit ben Coorbinatenaren bildet. — 
Muftiplicrt man bie vorhergehenden Gleichungen refp. mit cosa, 
cos ß, cosy und abbirt die Probulte; jo bat man: 








wo ® ter Binfel zwifchen tem Krümmungshalbmeſſer og und ver 
Geraten 2 ij. — Wegen: 


cosa  +cosp © 7 +07 — = (0 
bat man alfo allgemein: 


B 


0 cos o — (oa 5 + cosp h „+ cosp Ze), 


dz 
und in dem vorliegenden fpeciellen Falle, wo x = . ift, folglich: 
2 
— 080 =Xcosa + Ycosß-+ Zcosyp= Rcoso‘, (dl) 


wo @’ der Winkel zwifchen R und Z if. — Nun fei p ter Winkel 
zwifchen RB und der Normalebene, und 7 der zwifchen Z und ver Pro- 
jection von RB auf diefe Normalebene; fo ift: 


C030 = C0S@ cosn; 


felglich: 


2 
v 
z cm = Rcoso’ = Rcosg cosn, 


und da die Linie Z ganz willkürlich in ber Normalebene gezogen ift; 
jo kann dieſer legten Gleichung nur genügt werden, wenn man fekt: 
7 
oa=n, <= Rcosp. 
Hieraus fchließen wir: 
„Wenn auf einen materiellen Punkt ein Syſtem von 
Kräften wirft, welches der Bebingung: 


Xdr + Yay+ Ze—=d II 


genügt, und ber befchriebene Weg fo befchaffen ift, daß 
bie Zeit des Meberganges aus einer gegebenen Lage bes 
materiellen Bunktes in irgend eine andere ein Minimum 
ift; fo fällt der Krümmungshalbmefjer mit der Pro- 
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jeetion der NRefultante R der Kräfte auf die Normal: 
ebene zufammen — und ber Drud auf die befchrichene 
Curve ift voppelt fo groß, als wenn der materielle Punkt 
durch Aufhebung der Zangentialfraft in Ruhe erhalten 
würde, — 

Wenn z. B. auf den materiellen Punkt nur eine einzelne Cen- 
tralfraft wirft, und man nimmt ihren Mittelpunft als Anfangspunft 
der Coorbinaten, multiplicirt die erjte der Gleichungen (k) mit y, 
bie zweite mit x, und zieht die Probufte von einander ab; fo erhält 
man: 








vet (x Er x *»4 39) =(. (m) 
Aber wegen: 
u__XZ m__Y 
de a’ yo = 
ift offenbar: 
v2 =0 


Die Gleihung (m) wird alfo integrabel, und gibt: 
"(-,4)=° 


E_ 
- A de ds 


Eliminirt man u und integrirt, fo findet man: 
ar +by+cz=0 
Die Eurve ift alfo eben, und man bat: 


Ebenfo findet man: 


v2 - 
7 * Rcosg, 


wo ꝙ der Winkel zwifchen der Normale der Curve und dem aus bein 
Centrum ver Kraft gezogene Radiusvector iſt. Aus der legten Glei— 
hung folgt: 
v? 
= ocosp ’ 
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welches ver bekannte Ausprud für die Centralfraft in dem Falle einer 
ungezwungenen Bewegung ift — und aus ber vorhergehenden Analyie 
erbellet: daß dieſer Ausprud auch in dem Falle einer gezwungenen 
Dewegung anwendbar tft, voransgefekt, daß die Curve, welche ber 
bewegliche Punkt befchreiben muß, jo bejchaffen ift: daß Die Zeit des 
Ueberganges aus einer Lage in irgend eine andere ein Minimum 
ift. -— 

Wenn in jedem der obigen Fälle ver Weg des materiellen Punl- 
te8 nicht durch zwei gegebene Punkte, fondern von zwei gege- 
benen Eurven begrenzt wird; fo erhellet aus vem Frühern (©. 201), 
daß die gefuchte Curve dieſe Grenzcurven rechtwinklig trifft.*) 


Beifpiel. 


134. Wir wollen annehmen, daß nur die Schwerkraft auf 
ben materiellen Punkt wirkt, und daß derjelbe im Anfange feiner De 
wegung eine gegebene Gefchwindigkeit habe — und es werde bie 
Curve gefucht, auf welcher er am fchnelljten von einer gegebenen 
Curve zu einer andern herabfällt. — 

Es fei A die der anfänglichen Gefchwindigfeit entfprechende Fall— 
höhe, und y, die Ordinate des Punktes, von welchem aus bie De 
wegung anfängt; fo hat man, wenn bie Are ver pofitiven yab- 
wärts nad der Richtung der Schwere genommen wird: 


v?=gy—yHtR). (8) 
Die Gleichung (1) wird folglich: 
(y=Yyork)_ osB 
e 3 


und wenn der Anfangspunkt um vie Länge yo — h weiter aufwärts 
verlegt wird; fo gibt die Gleichung (a): 
e=2N, d. b. Krümmungshalb. — boppelten Normale, 


welches eine bekannte Eigenfchaft ver Cycloide ift, deren Are mil 
der Are der z zufammenfällt. — Die Curve des ſchnellſten Fal— 


*, Die Annahme M O, a =0 würden geben: = a, = 9 
und find folglich unzuläſſig. — 
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tes ift alfo bei der alleinigen Wirkung der Schwerkraft die auf der 
Horizontale, von welcher ber materielle Punkt ohne anfängliche Ge- 
fhwindigfeit ausgehend angenommen werben kann, bejchriebene Cy⸗ 
cloide. — Was die Grenzbedingungen anlangt, fo ift aus dem 
in Nr. 133 Geſagten Har: daß die Cycloide ihre Begrenzungscurven 
unter rechten Winkeln ſchneidet. — 


Beiſpiel 2, 


135. Wir wollen ferner annehmen: der materielle Punkt werbe 
gegen einen feften Mittelpunkt angezogen von einer Kraft, deren In- 
tenfität fich umgelehrt wie die nte Potenz der Entfernung vom 
Sentrum verhält, und daß feine anfängliche Gefchwinpigfeit ver einer 
unendlich großen Fallhöhe entſprechenden gleich fei; fo haben wir 
in biefem Balle: 


2 
v’= - 2fRar = ren, 





X cosa + Yeoaß=BRcosp=fr"tÜl zcosa + ycosß) = frxrup, 
wo p das Perpenbifel aus dem Mittelpuntte ver Kraft auf die Tan- 
gente bezeichnet. — Subftituiren wir biefe Werthe in die Gleichungen 
auf ©. 325 und fegen für o feinen durch r und p ausgedrückten 
Werth; jo erhalten wir: 

2rdp + (n — Dpdr =, 
woraus fich durch Integration und Beifügung einer willfürlichen Con⸗ 
jtante ergibt: 
r1p? = art!, 


Subftitwiren wir ferner für p feinen Ausbrud mit r und ©, und 





ſetzen: 
n+1, 
m= 2 y 
jo befommen wir: 
dr 
da = a” 


woraus ſich endlich als Polargleichung der geſuchten Curve leicht 
ergibt: 
I" ceos mo = a”, 
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Aufgabe IL 


136. Die Linie des ſchnellften Falles zu finden, wenn fich ver 
materielle Runft unter ver alleinigen Wirkung ver Schwerkraft in 
einem Medium bewegt, deſſen Widerſtand eine gegebene Function 
der Geſchwindigkleit iſt. — 

Aufl. Tiefe Aufgabe iſt offenbar wicht in ver vorhergehenden 
enthalten, weil jedes Syſtem von Kräften, worin ver Widerſtand eines 
Mediums vorkommt, ver Beringung: 


, Xdr + Ydy+ Zdz= dII 


nicht genügt — und es iſt deshalb eine fperielle Behandlung unferer 
Aufgabe erforderlich — Es ji 4 = r? und O = f) die Function, 
welche ven Widerſtand des Mittels ausdrückt. — Wird alsdann 
wieder wie in Kap. 4 ter Bogen s zur independenten Veränderlichen 
genommen, jo wird vie Zeit ausgedrückt burdh: 





de 
j v 0 ’ 
indem bie Functionen z, y, 6 Be bie Gleichungen: 
d 7 
L= = z + —1=0, 
(A) 
do 


d 
L=Z-32+0=0 


verfnüpft find, bie Are der y vertifal ift und vie pofitiven Orbina- 
ten abwärts genommen werden. — Man hat folglich nach ver 
Lagrange’jchen die Gleichung: 


aber: 
— _ 40-4 er 
= 40-186, $L=2 +22, 
_,‚dö0 „_ döy , a9 
ÖL, = ru 29 — ds +79 o0. 


Subftituirt man dieſe Werthe in (B), integrirt bie Glieder mit: 


- 
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dx diy 60 


de’ de’ ds 


theilweife, und fest die Coefficienten ver Variationen dir, dy, dA ein- 
zen = 0; fo erhält man: 
\ 





d .de 

74760 
2 ,9_, P$ı_o (©) 
ad u. 


-: a a9 __ 
30 3+7, — 4 7*0. 


Aus den beiden erſten dieſer letzten Gleichungen folgt durch In⸗ 
tegration: 


dæ d 
= a, 12 dh, = b, (D) 


und wenn man jeßt: 
t=07+409; 
fo ergibt fich daraus durch 


u dt 
(3 Ih + 0 ds’ 
woraus man in Verbindung mit ber britten ver Gfeichungen (C) 


findet: 
dd dt 
oder wenn man 6 mittelft der Gleichung L, = 0 climinirt: 


ga u _ de N 


Aber wenn man bie beiden erften ber Gleichungen (C) vefp. mit 


5, = multiplicirt, und bie Produkte addirt; jo befommt man: 
ad, dy_ 
ds ds ds’ 
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und dies in (E) fubftitulrt und dann infegriet, gibt: 
tFc=2. 
Auf Ähnliche Art, wie in Kap.d Aufg. J ift leicht zu zeigen, daß bie 
Eonftante e wegfallen muß, wenn die Länge ber Curve nicht ge 


geben if. — Denn die Abpition einer willkürlichen Conftante zu t üt 
gleichbedeutend mit ver Annahnte, daß das urſprüngliche Integral fe: 


| 
6 4 e ) ds. 
Läßt man aljo c hinweg, und eliminirt A mittelft ver Gleichung: 
dx 


A u ® 


fo erhält man: 


oder wenn man A, mittelft der zweiten ber Gleichungen (D) eliminirt: 


_ b de , a_dy _ 
(93-0) +92 =%. (F 
has u. dz dy .. 
Eliminirt man weiter =, 7, zwifchen (A) und (F), fo findet man: 
day _ 1 (0, a 
(zo) are)! 
1 /d0 ? ups 
- 02-37, +0)0] =0 (66) 


Dieſe legte Gleichung beſtimmt 4 als Function von s, und wenn ber 
jo gefundene Werth von 9 in bie zweite ber Gleichungen (A) geſetzt 
wird; fo erhält man eine Gleichung zwifchen 3 und s, welche die ber 
gejuchten Eurve iſt. — 

Wenn fein Widerſtand des Mittels ftattfindet, jo it 9 — 0, 
und die Gleichungen L,=0 und 9 werden: 


a 
Fr 2% —=(), 


3 - Er * da. 


A| 
14 


39. 
Durch Integration der erften diefer Gleichungen ergibt ſich: 
0 - 299 c, 


und wenn man zwiſchen ben beiden legten Gleichungen eliminirt; 
ſo erhält man wieder die Gleichung der Cycloide: 


N ae) 


Aufgabe II. 


137. Was für eime Curve muß ein an feinen Endpunkten be- 
feitigter vollfommen biegfamer und unausbehnbarer Faden von ver» 
änderlicher Dice bilden, damit fein Schwerpunft am tiefften Liegt? 

Aufl. Da der Faden als unausdehnbar vorausgefekt wird, 
jo ift feine Dide an irgend einer Stelle offenbar eine gegebene 
Function des Bogene s, welche mit S bezeichnet werben mag. Als⸗ 
dann wird der Abftand feines Schwerpunftes von der Are der z 
ausgedrückt durch: 

SySas 

77 
Weil aber die in dieſem Ausdrucke vorkommenden Integrale durch bie 
ganze Länge des Fadens erſtreckt werben müffen, fo ift offenbar (Sds 
— dem Volumen des Fadens — const. und das zu einem Minu- 
mum zu machende Integral iſt mithin: 


I ySas. 


Debandelt man dieſes Integral nach der in Kap. 4 angegebenen Mes 
thode, jo erbält man die beiden Gleichungen: 


2 z „A = =(, 
1 ay .. 5* (A) 
2 ds . A ds — 8 — 0. 
Integrirt man-biefe Gleichungen, und fekt: 
2 S; == |Sds, 
fo erhält man: .. 
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d 
AT= a, 

— (B) 
21 > = b, 


woraus folgt: 
A=yla+b+Ss)?). 


Subftituirt man dieſen Werth in die Gleichungen (B) und integritt, 
jo befommt man: 
ads 


®re =[ vle +&+s 7’ 


_ 64 S,)de 
yr a= | arorsm 


und wenn man endlich s zwiſchen biefen beiden letzten Gleichungen 
eliminirt; fo befommt man die Sleichung ber gefuchten Curve, welche 
offenbar vier willfürliche Conftanten enthält, wovon zwei durch bie 
gegebene Lage ber Endpunfte des Fadens beftimmt werben, bie britte 
purch feine Länge, und endlich die vierte durch die Voransfegung, 
baß der zur indepenventen Veränderlichen genonmmene Bogen s von 
dem einen Ende der Curve aus gezählt wird. — Diefe letzte Conftante 
verichwindet offenbar bei der Elimination von s. — Wenn der Faden 
von conjtanter Dide ift, fo hat man: 


(C) 


S=1l, Ss =: 


Setzt man biefe Werthe in (C) und verrichtet die Integrationen, fo 
findet man: 


+ ea + Yu4lH)]), 
ytda-=a Vi-46. 


oder wenn man s eliminirt: 


— NE), 
d. h. die Gleichung der Kettenlinie. — 
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Wenn die Endpunfte des Fadens nicht feft liegen, ſondern nur 
auf zwei gegebenen Eurven: 


w=0, w=0 
bleiben müfjen; fo geben bie von dem Integralzeichen freien Glieder 
bie Gleichungen: 
dæ dy 0, (8 HN u, — 
+ (5 ),öyo =, ds )m+($ )r =0, 
indem bie Variationen dro, dyo, di, dy, durch die Gleichungen: 


tt, Zn ga =0 


verfnüpft find. — aan bat denmach bie eksungen 


duo /d du, /dy du, (de\ _ 
dxo 2 FrR = 0, dr, 5) - dyı (7) =° 
welche zeigen, daß die gefuchte Curve ihre Grenzeurven rechtwinklig 
ſchneidet. | 
Die in biefer Aufgabe beftimmte Form des Fadens ift nach me- 
hanifchen Lehren feine andere, als die, welche er unter ver alleinigen 
Wirkung der Schwerkraft im Gleichgewichtszuftande annimmt. — 





Aufgabe IV. 


138. Wenn der Faden in ver vorigen Aufgabe auf eine gege- 
bene Fläche gelegt wird, feine Gleihgewichtslage zu beſtimmen. 
Aufl. Die Are der 2 fei vertifal, und bie Gleichung ber 
gegebenen Fläche: 
u=(, 
jo gibt die Lagrang e'ſche Methode wie in Kap. 4, Aufg. 5 offenbar 
bie Gleichungen: 


‚du d,de_ 

5747 *060, 

du d dy 

u at (A) 
du d „di 
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Multiplicirt man dieſelben reſp. mit: 

de y de 

ds’ ds’ ds 
und abbirt die Produfte ; fo findet man: 
a=8 dloıa=Sı +... 

Dezeichnet man ferner mit a, ß, y die Winkel, welche die Ebene 
bes die Curve berührenden Normalfchnittes mit ven Coorbinatenebe- 
nen macht, und verfährt wie früher (Nr. 82); fo findet man fehr 
feicht für die Gleichung der gejuchten Curve: 

1 1 __ S2cos?y 

oe 0? (Ste)? 
Wenn die Endpunfte des Fadens nicht feft liegen, ſondern nur auf 
gegebenen Eurven liegen müfjen; fo ijt leicht einzufehen, daß bie Fa⸗ 
benceurve die Grenzcurven rechtwinklig fehneiden muß. — 





(B) 


Aufgabe V. 


139, Die Form der elaftifden Curve zu finden, d. h. bie 
Gleichgewichtsform einer elaftiichen Fever, deren Enbpunfte gegeben 
find, oder auf zwei gegebenen Curven liegen müſſen, und worauf 
feine äußere Kraft wirkt. — 

Aufl. Nach dem Principe von Daniel Bernouilli kann die 
elaftifche Curve als bie befinirt werben, welche das auf ihre ganze 
Länge erſtreckte Integral: 


zu enem Minimum mad. — Die vorliegende Aufgabe iſt alfo 
nur ein fpecieller Fall von ver in Kap. 4 unterſuchten altgeweinen 
Aufg. 4, wenn man ſetzt: nm 
i ‚ . 
8 6 = Pe 
‚(1). Es feien bie Enppuntte gegeben, und die fie verbindenbe 
Serade sie Are der x, fo wird bie Örehung @ auf ©. 186, wenn 


man — S_ für a jet:-- . - - 





Es ift alfo: 


und wenn man biefe Werthe in vie Gleichung CF) fekt; fo erhält 
man: j 


+ e Jay 


| 


al8 die Gleichung der elaftifchen Curve, wenn bie lage ber Örenz- 
tangenten nicht gegeben ift. 

Wenn die Lage der Grenztangenten in der ſelben Ebene gegeben 
ift, jo muß man die allgemeine Gleichung (C) auf ©. 185, nämlich: 


(A) 


wo =ay-br-+c 

anwenden; aber da dieſe Gleichung immer durch eine Coorbinaten- 
verwanblung auf die Form (E) gebracht werben Tann, jo ijt Elar, 
baß bie elaftifche Curve in allen Fällen dur vie Gleichung (A) 
ausgebrüdt werden Tann, indem bie Lage ber Coorbinatenaren von 
ber gegebenen Lage ver Orenztangenten abhängt. — Wenn eine all- 
gemeine, feine befonvere Lage der Aren erfordernde Auflöfung ver- 
langt wird; fo ergibt fich diefelbe unmittelbar durch eine Coordinaten- 
verwanbfung aus (A), läßt fich aber auch leicht aus ver allgemeinen 
Gleichung (C) auf folgende Art herleiten: 


Wenn man in bie Gleichung (0) für w feinen Werth — —- 
fett, jo erhält man: 
— — ay - ba e, 
oder wenn man für ſeinen Werth: 
·2 Pdp 
— (14+27°)73 a 
ſubſtituirt und uach y integeist; ſo findet man: 


3% 


2 = Jay! —faay +ey-te. 


Sekt man weiter für - feinen Werth: 


- 1494 2, 
und integrirt nach z, jo ergibt fich: 
2p 
Yy(t+P9) 
= ybr? —arytofrday— cx + ec". 
Eliminirt man ferner frxdy und orbnet, fo hat man: 


4(a + bp) 
yı-+p»’) 


e = 2ac' + 2be” — c? 


ft. — Hieraus fieht man, daß die allgemeine Auflöfung fünf will- 
fürliche Conftanten enthält, wovon vier durch die Bedingungen be- 
jtimmt werben, welche an ben Grenzpunkten erfüllt werben müffen, 
und die fünfte wird durch die gegebene Länge ber elaftifchen 
Feder beftimmt. — 

Wenn die Enppunfte ber elaftifhen Curve blos auf zwei gege- 
benen Curven bleiben müflen, fo erhellet aus früher (S. 188) Ge⸗ 
fagtem: daß die Verbinpungsgerabe diefer Punkte auf den Zangenten 
ber Grenzeurven in denſelben ſenkrecht tft. 

Nehmen wir endlich an, daß die elaftifche Fever fo beſchaffen ift, 
daß fie die beiden Grenzeurven berührt; jo find bie allgemeinen 
Gleichungen für die Auflöfung dieſes Falles [S. 190, ©L. (h)]: 


da“ 


ba — aſydæ — cr + c", 


=(ay—br-+-o’+e, (B) 
wo: 








+5 (2 eg — br, -+c) 2) 


+) m — — 
welche in Verbindung mit den Gleichungen: 
yı C), Y% =Tolzo), 2) = (2). (2), - (2), 
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zur Beitimmung von vier ber fünf willfürlichen Conftanten a, b, e, 
e, f genügen, und bie fünfte wird burch die gegebene Länge ber 
elaftifchen Feder beſtimmt. — Geſetzt 3. B. die Begrenzungslinien 
wären Gerade: 


y=mr-+-p, 
yz=n2 +9 
fo hat man: 
Mm (dD,en (30,-0 (20) 


Subftituirt man dieſe Werthe in die Gleichungen (C), fo erhält man: 
atm=0, a+tnd=(, 
oder, wenn bie Geraden nicht parallel find: 
a=0, b=0, 
Die allgemeine Gleihung (C) auf ©. 185 wird alfo jetzt: 
0 = const,, 
d. b. die efaftifche Curve ift in diefem Falle ein Kreis. — 


Aufgabe VI. 


140. Welche Form muß ein Notationsförper von einem ge⸗ 
gebenen Bolumen haben, damit die Anziehung, welche derfelbe auf 
einen in feiner Are liegenden materiellen Punkt ausübt, ein Mari- 
mum wird? — 

Aufl. Wenn die Drefungsare zur Are der 2 genommen, und 
der Körper durch Ebenen, welche auf viefer Geraden ſenkrecht 
fteben, in unendlich viele unendlihe dünne Scheiben getheilt 
wird; fo wird bie von einer folchen Scheibe ausgeübte Anziehung 


ausgedrüdt durch: 
2n (1- /@’ + Zar 39) dæ, 


und mithin die des ganzen Körpers durch: 


2a ((1 — Rn) dr 


Das Bolumen des NRotationskörpers wird aber befanntlich ausges 
brüdt durch: 
22 
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Aufgabe II. 


136. Die Linie des fchnelfften Falles zu finden, wenn fich ver 
materielle Punkt unter der alleinigen Wirkung der Schwerkraft in 
einem Medium bewegt, deſſen Widerſtand eine gegebene Function 
der Geſchwindigkeit iſt. — 

Aufl. Dieſe Aufgabe iſt offenbar nicht in der vorhergehenden 
enthalten, weil jedes Syſtem von Kräften, worin der Widerſtand eines 
Mediums vorkommt, der Bedingung: 


Xdx + Vdy 4 Zdaz= dl 


% 


nicht genügt — und es iſt deshalb eine fpecielle Behandlung unferer 
Aufgabe erforderlich. — Es ſei 9 = v? un 0 = f®) die Function, 
welche ven Wiverftand des Mittels ausprüdt. — Wird alsdann 
wieder wie in Kap. 4 der Bogen s zur invepenventen Veränderlichen 
genommen, fo wird die Zeit ausgebrüdt durch: 


de 
vo’ 
indem die Yunctionen x, y, 0 pu⸗ die Gleichungen: 
__ da? 
— 4 * i=0 j 
dö a 
L.= ds — 29 —— 4 = 0 
verfnüpft find, die Are der y vertifal ift und die poſitiven Ordina⸗ 
ten abwärtd genommen werden. — Man hat folglich nach der 
Lagrange'ſchen Methode die Gleichung: 
f (5 tIöL-+A, 51, ) d= (B) 
aber: 
_ 104 dx döx , .dy döy 
= 40"?00, öL= 27 — 542 m 
doo _„ dy |, daD 
= te 


Subftituirt man diefe Werthe in (B), integrirt die Glieder mit: 


— 
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iz diäy 80 
da’ ds’ ds 





tbeilweife, und fett die Eoefficienten ver Variationen dr, dy, 69 ein⸗ 
zen =0; jo erhält man: 
\ 


d dt 
ara! 
ad 5 
-.,.4 _, dQO 
30 3+7, A, 38 


Aus den beiden erſten dieſer letzten Gleichungen folgt durch In⸗ 
tegration: 


dæ d 
I, = 12 — =, (D) 


und wenn man jeßt: 
t=03+ 4,9; 
fo ergibt fich daraus durch Differentiation: 


- 3 dt 
(4 ch a ds’ 
woraus man in Verbindung mit ber britten der Gfeichungen (C) 


findet: 
de _d 
ro ) = 
ober wenn man 6 mittelft der Gleichung L, = 0 eliminirt: 


A, dy _ di 
ds ds ds’ (E) 


Aber wenn man bie beiden erften ber Gleichungen (C) reſp. mit 


2 a multiplicirt, und die Produkte abbirt; jo befommt man: 
a dy_ A 
ds ds de’ 
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Set man diefe Wertbe in (B), fo findet man: 


1 1 Pr! 
zstpF > + , 
u n +1 


und die Gleichungen (C) und (D) werben in derſelben VBorausfegung : 
tr =(n+Ii)a= rt. 


Die beiden Grenzcurven liegen alſo auf derſelben Kugel, und vie 
allgemeine Gleichung (B) gibt für jede viefer Curven: 


Ad _ 
ytrYF>% oder P=(, 


d. 5. die Curve ift entweber eine finguläre, ober tie Berührungs⸗ 
eurve bes umfchriebenen Kegels. — Es iſt aber leicht einzuſehen, daß 
die Annahmen: 


u 0, w=0 
im Allgemeinen fein wirkliches Maximum geben. — Denn wenn 
en Marimum, oder ein Minimum ſtatinden ſoll, ſo darf die 
Größe: 





innerhalb der Anteraionegregen ihr Zeichen nicht ändern (Nr. 123). 
Wenn aber: 
V=uyl+p’+g9 
ift, fo hat man: | 
dy_ ulta?) AV upg EV ucl-+p?) 
ap? Atp? ta apdg 4 U+P? 4998’ da? "(i+p°+gd# 
und folglich: 
d?V d?Vv 42 
ap: pP" +2 dpdg opoo en 
_ „A + gY)ö6p? — 2pgöpdg + (l-+p?)ög” 
(1- -+p? pP? +g93 
u dp? -+dg? + (gdp — pög)” 
u d-+p?-+g’% 
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Diefe Größe hat aber offenbar daſſelbe Zeichen als u, unb wenn 
folglih u feine Function ift, welche durch Null geht, ohne ihr 
Zeichen zu ändern; fo it die Annahme: daß a zwifchen ben In⸗ 
tegrationdgrenzen verfchwindet, offenbar unzuläſſig. — Mean 
muß deshalb im Allgemeinen die andere Vorausfegung zulaffen, 
nämlich: daß die gefuchte Fläche ihre Grenzflächen unter rechten 
Winkeln fchneidet. — 


Anwendung der Variationsrechnung auf die Herleitung der 
Gleichungen des Gleichgewichtes und Der Gewegung. 


143. Die bisherigen Anwendungen der Buriationsrechnung ent- 
ſprechen genau ver in Kap. 1 gegebenen Definition dieſer Wifjenfchaft. 
Sp lange die betrachteten Incremente von rein mathematifcher Natur 
find, Tann fich der Werth einer Function offenbar nur auf zwei ver- 
ſchiedene Weifen ändern, nämlich entweber in Folge einer Werth8- 
änderung einer, oder mehrerer ihrer inbepenbenten Veränderlichen, 
oder in Folge einer Kormänderung der Function. — Nur die von 
Formänderungen herrührenden Werthsänderungen einer Function 
müßten mit dem Buchjtaben d angeveutet werden, wogegen das In⸗ 
crement einer independenten Beränderlichen = ebenfowohl mit dx, wie 
mit dx bezeichnet werden könnte, weil eine indepenbente Veränderliche 
in einem rein mathematifchen Sinne nur eine Art von Incerementen 
haben kann. — Diejes ändert ſich aber weſentlich durch Einführung 
des mechanifchen Begriffes der Bewegung — Das Zeichen d 
beutet alsdann fein von einer Kormänderung herrührendes Increment 
mehr an, fonvdern ein Inerement, welches von einer Aenderung der 
Lage in Folge ver Bewegung eines materiellen Tcheilchens aus einem 
Punkte des Raumes in einen andern herrührt. Es ift alfo das mit 
ö bezeichnete Increment Teine eigentliche Variation in dem bisheri- 
gen Sinne, fondern eine Berrüdung — und dennoch müffen beide 
Arten von Variationen im Allgemeinen nach denſelben, früher ent- 
widelten Regeln behandelt werten, obgleich fie ihrem Grundbegriffe 
nach wefentlich verfchievden find. — Die rein mathematifche Wiffen- 
Ichaft ver Variationsrechnung ift aber dadurch fehr verbunfelt worden, 
daß man Prineipien in biefelbe eingeführt hat, welche fich eigentlich 
nur auf die mechanifchen Wifjenjchaften beziehen. — Wir haben 
deshalb zunächſt zu unterfuchen, ob und in wie weit biefer Unterſchied 
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im Grundbegriffe der Bariation eine Aenderung in ben bisher 
entwidelten Regeln der Rechnung bewirkt. — Zuerft ift zu bemer- 
fen: daß die Zeichen d und d nicht mehr iventifch find, wenn fie auf 
independente Beränberliche angewandt werben; denn das legte 
bezeichnet den unendlich Heinen gegenfeitigen Abftand zweier verfchie- 
dener Molekule, während das erfte die unendlich Heine Berrüdung 
beffelben Molekules andeutet. — Ferner haben wir in ter rein 
mathematiſchen, over beijer gejagt, geometrifchen Abtheilung ver Va- 
riotionsrechnung nicht nöthig gehabt, Ausdrücke wie: 


ö.dx, Ö.dıdy, Ö.drdydz, &c., 


anzuwenden, weil die Größen, welche wir bisher zu unterjuchen hat- 
ten, nicht einzelne Elemente, ſondern Aggregate ſolcher Ele— 
mente, d. 5. Integrale waren. — 3. B. bei der Beltimmung ver 
Dariation eines bejtimmten Integrales, wie: 


Sf Vazdydz, 


würde es offenbar ſiunlos fein, von ter Variation des Clementes 
dxdydz zu reven, weil der Werth viefes Integrales in feiner Weife 
von biejem Clemente, fonvern lediglich von den Integrationsgrenzen 
und von der Form der zu integrivenden Junction 9 abhängt. — 

Aber bei der Auffuchung ver Gleichungen bes Gleichge- 
wichtes und der Bewegung eines jtetigen Syſtemes kann die 
Bariation eines foldhen Elementes, d. h. die Aenderung jeiner 
geometrifchen Größe in Folge ter Verrüdung ver baffelbe bildenden 
Molekule, nicht unberücjichtigt bleiben. — Wir werben finden, daß 
Bariationen dieſer Art in mechanische Probleme auf zweierlei Weiſe 
eingeführt werben, nämlich: 1) durch die Natur ver Molekularkräfte, 
und 2) durch die Natur der in continuirlichen Shitemen ftattfindenven 
Beringungsgleichungen. 

Unter Moment einer Kraft verfteht man nach Lagrange pas 
Produkt aus dieſer Kraft und ter Wirfung, welche fie hervorzubrin- 
gen ftrebt. — Wenn alfo F vie Kraft, @ die Größe, welche fie zu 
ändern ftrebt, und dw vie virtuelle Aenverung derſelben bebeuten; jo 
wird das Moment diefer Kraft ausgeprüdt durch: 


F.oo. 
Gewiſſe Kräfte — z. B. bie der Elafticität — werben durch 
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bie Aenderung befinirt, welche fie in einem Elemente bes betradh- 
teten ftetigen Syſtemes hervorzubringen ftreben — und können nicht 
adäquat Durch die Aenderung in einem endlichen Theile dieſes Sy- 
ſtemes definirt werden. — Obgleich z. B. die Elaſticität auch vie 
Größe eines endlichen Theiles des Syſtemes zu ändern ftrebt, fo 
fann fie doch nicht adäquat durch eine folche Aenderung definirt wer- 
ben, weil dieſelbe Wirkung auch durch andere, ihrer Natur nach von 
ber Elaftieität ganz verjchievene Kräfte hervorgebracht werben kann — 
z. B. durch Kräfte, deren Wirkung fich blos auf gewiſſe Regionen 
des fraglichen endlichen Theiles des Syſtemes beſchränken — wähs 
rend das Weſen der Elaſticität darin beſteht: daß ſie in jedem 
Elemente des Syſtemes wirkt. — Hieraus ſieht man alſo, daß in 
dem mathematiſchen Ausdrucke des Momentes einer Kraft — z. B. 
der Elaſticität — die Variation eines Elementes in dem 
vorhin angegebenen Sinne vorkommen muß. — 

Ebenſo kann es vorkommen, daß eine der Bedingungen des Sy⸗ 
ſtemes nicht anders, als durch eine Gleichung mit unendlich klei— 
nen Elementen ausgedrückt werden kann. — So läßt ſich z. B. 
die Nichtzuſammendrückbarkeit einer Flüſſigkeit nur durch eine 
Gleichung von der Form: 


dm = const. 
ausbrüden; dem eine &leichung wie: 
M = const,, 


wo M ein enplicher Theil der Flüffigfeit ift, würbe nicht ausprüden, 
daß leßtere unzufammendrüdbar ift, fondern nur: daß die Zu: 
fammenbrüdung eines Theiles von M ver Ausbehnung bed andern 
Theiles gleich ift. — Da nun die Anwendung ver Tagrange’fchen 
Methode die Barintion von Beringungsgleichungen erfordert, fo ift 
Har: daß, wenn eine dieſer ©leichungen von ber obigen Form ift, 
“ihre Variation die Variation eines Elementes enthalten wird. — 
Wir wollen nun eine Variation, welche von einer VBerrüdung 
von Bunften, ꝛc. berrührt, zur Unterjcheivung eine „mechanifche” 
Bariation nennen — und unfere nächte Aufgabe wirb darin beftehen: 
die mechanifche Bariation eines Elementes zu finden. — Aber 
e8 iſt bei der Anwendung ber Lagrange'ſchen Principien auf bie 
Beſtimmung der Gleichungen des Sleichgewichtes und der Be— 
wegung jtetiger Syſteme oft auch erforverlich, vie mechanifche Va— 
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viation ähnlicher Functionen, wie bie früher betrachteten zu beftimmen. 
— Wenn z. B. & 7, & die wirklichen Verrüdungen eines Moleku- 
les in einem ftetigen Syſteme find, und es ift: 


— EEE an dt 
v=f(z Ya ae? Ay’ de’ de’ a) 
fo ift oft erforderlich, die mechanische Variation von P zu fuchen, d. 
bh. die Variation, welche 9 in Folge einer virtuellen Verrüdung 
dieſes Molekules erfährt. — Wir haben deshalb hier auch zu unter- 
juchen: ob und in wie weit diefe mechanischen Variationen mit ven 
bisher betrachteten identifch find. — 


Aufgabe VIII. 


144. Die mech aniſche Variation des Elementes: 
dxdydz 


zu finden, d. b. die Bolumenänderung des unendlich Fleinen pa- 
ralfelepipedifchen Elementes eines jtetigen Körpers, welche won ber 
VBerrüdung feiner Molekule herrührt. — 

Aufl. Es fein z, y, 2 die Coordinaten eines Molekules des 
Körpers vor ſeiner Verrückung, und: 


z-+5, y+ n, 248 


bie nach derſelben; fo ſetzt ſich die Totalverrückung des Molekules zu- 
ſammen aus den zu ven Axen der x, y, 2 reſp. parallelen Partial⸗ 
verrüdungen & rn, & — Coll aber auf ein Problem wie das vor- 
liegende die mathematifche Rechnung anwendbar fein, jo muß offenbar 
porausgefett werben: daß die Verrüdung nad einem beftimmten 
Geſetze gejchieht, fo daß die neue Lage jedes Molekules mit der 
urfprünglichen durch eine bejtimmte Relation verfnüpft iſt. — 
Wir nehmen deshalb an, daß jede ver Größen &, 7, & eine Function 
der Coorbinaten x, y, 2 it. — 

Es fei ABCD (Fig. 16) eine der Flächen des Barallelepipepums 
drdydz, 3. B. die Fläche dedy; fo find die Eoorbinaten ber vier 
Eckpunkte offenbar: 

A,2,Y, 2, B, + dı,y, z, 


C,2,y,+dyz, D,x-+dx, y--ay, 2, 
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Werden nun bie Molekule verrückt, und ift A’B’C’D’ die neue Lage 
von ABCD; fo find die Coorvinaten der Bunlte A’, B’, C', D': 


A,z+&,y+n 


B; z+da+t+ 5 E ar, ytntz, EU „mz+it,, a dx. 
’ : (A) 
c, tt y+tdy+n + 4, — 


D, tet art an, haut + art Say, 


++ ar ad 


Demnach ift offenbar: 


aB= da /\(1+%) LSM om. 
at Vzr —* —* = B'D. 


Die Figur ABCD' ift alſo ein Parallelogramm, und wenn unend- 
lich Heine Größen zweiter Orbnung unbeachtet bleiben; jo bat man: 
AB = (1+: - SE) az, ac =(1+: 1) 


Wenn man in Bezug auf die andern Flächen des Barallelepipevums 
dxdydz ebenjo verfährt, fo findet man leicht, daß daſſelbe auch nad 
ver Verrückung der Molekule noch ein Parallelepipevum bleibt, deſſen 
brei Kanten durch: 


(+) (dan (1a 


ausgedrüdt werden — und das Produkt verfelben ift, wenn bie un- 
endlich Heinen Größen ver höhern Ordnungen weggelaffen werben: 


6", a, 
22° 
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Um die Aenverung des Winkels zwiſchen zwei zufammenftoßenben 
Kanten AB, AC zu finden, wollen wir ven Winkel H’A’C=y fegen; 


jo iſt: 
2A'B .A’C’cosy'’ = A’B? +40? — BC. (D) 


Aber aus (A) folgt: 
— d£ d , 2% 
BR=|(1+ 2), ayı 
ya E 
+ (+ 2) a + (2 de - dy ay) 
und wenn man die Werthe von A’B’, B’C’, A’C’ in (D) ſubſtituirt; 


jo erhält man mit Hinweglaffung unenblich Heiner Größen höherer 
Ordnungen: 


' d d 
cosy =: Ze 
und ebenfo findet man: 
cosß' = = 547 — =, 
‚_a1,% ’ 
ca. + day’ 


Dieje Ausprüde zeigen: daß die Winkel des neuen Parallelepipepums 
unendlich wenig von rechten Winkeln verfchieden find, und daß 
mithin das Bolumen deſſelben von (CO) nur um eine unendlich kleine 
Größe verjchieden ift, die von einer höhern Ordnung ift, als irgend 
eins der in biefem Ausdrucke vorkommenden Glieder. — Hieraus er- 
bellet, daß bie Bariation von dxdydz ift: 


u +5) drdyda. 
Wenn bie geringe virtuelle find, welche mit d bezeichnet 


zu werben pflegen; jo haben wir: 


ddr y 
d.drdyd: = — yt 


döz 


) dräyae. 


Der Gleichförmigkeit wegen werben wir ſolche virtuelle Verrüdungen 
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ansichlieglih mit S andeuten, bagegen bie wirklichen mit &, n, & 
bezeichnen. — 


Aufgabe IX. 
145. Man ſoll die mehanifche Variation von: 


v= (2456262, EG Fra E ‚&e.) 


finven. 

Aufl Wenn wir wieder annehmen, daß bie VBerrüdungen nach 
einem beftimmten Geſetze gefchehen, jo daß &, n, E Functionen 
von x, y, 3 find; fo ift unmittelbar einleuchtend, daß fih J nur auf 
zwei Arten ändern kann — nämlich: 1) in Folge der Werths ände⸗ 
rung irgend einer der Größen z,y,2, und 2) in Bolge einer Form» 
änderung irgend welcher der Functionen &, m, & — Die Veränbers 
lichen x, y,2 können, wie ſchon bemerkt, zwei Arten von Incrementen 
befommen — nämlich: dr, dy,dz, welche fich auf ven gegenfeitigen 
Abſtand zweier verfchiedener Punkte oder Molekule beziehen — 
und: 2) dx, dy, dz, welche fi) auf vie Berrüdung deſſelben 
Punktes oder Molekules beziehen. — Die erjte Art von Inerementen 
wird bei ver vorliegenden Aufgabe fchon durch die Bedeutung des 
Wortes „Variation“ ausgefchloffen, welches immer eine Aenberung 
andeutet, die ſich auf paffelbe Molekul bezieht. 

Man hat daher nach den in Kap. 1 aufgeftellten Sägen: 


_ (fd, aa sl dn 





"dx 
af af de 4 4 
Hatte trete) 
df döt 
ar ae Ar 
"dx 


+ int a0. + E88 + 8, 
oder kürzer ausgedrückt: 
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I= Mi +(5- —)3y +(Z 0: 


“dx 


=) a) (=) 


wieder die volljtändigen ober totalen Differentialguotienten be- 
beuten, indem 9 ſowohl als eine erplicite, wie implicite Function 
von 2, 9, z betrachtet wird. — Hieraus fieht man, daß bie ge - 
wöhnliche u Dariation von Y, nämlich: 
| dV ddE 
GE + "GE FR: dı 
"dx 


(A) 


wo: 


+ &. (B) 


mit der mechanifchen DBariation nicht identiſch ift, wofern nicht: 
dy "/dV dV 
et) tz) 


if. — Aber bei der gewöhnlichen Anwendung von 2, y, 2, welche 
die Coordinaten nicht irgend welcher wirklich eriftirenper Mole- 
fule, fondern nur urfprüngliher Lagen von Molekulen aus— 
brüden, können die Symbole dx, dy, öz nicht vorkommen, und in 
dieſem alle wird mithin 59 durch (B) gegeben. — 

Wir wollen nun die Yagrange’fche Methode auf einige Aufga- 
ben über Sleihgewicht und Bewegung anwenden, indem wir uns 
auf den Tall eines ftetigen Syſtemes befchränfen, theils weil dieſe 
Methode auf diefen Fall mit dem meiften Vortheile angewandt wer: 
ven kann, und theild, weil die Regeln ver Variationsrechnung, und 
nicht irgend ein anderes Verfahren mit arbiträren Incrementen, auf 
biefen Hall angewandt werden müffen. — Da das Tagrange’iche 
Verfahren feiner Natur nach höchſt gleichförmig ift, fo wird eine 
Heine Anzahl von Beifpielen zur Erläuterung deſſelben hinreichend 
fein. — 
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Aufgabe X. 


146. Dan foll vie Gleichgewichtsbedingungen einer ans» 
behnbaren, over nicht ausdehnbaren biegfamen Fläche finden, auf 
welche irgend ein Syſtem von Kräften wirkt. — 

Aufl. Es fei dS das Clement dieſer Fläche, jo hat man, wenn 
fie nicht ausbehnbar ift, nach dem Principe der virtuellen Geſchwindig⸗ 
feiten die Gleichung: 


For + Yöy+ Z0:) a8 = 0, 
und außerdem noch die Beringungsgleichung: 
ödS = 0. 


Die nah den Regeln der Bariationsrechnung zu behandelnde Glei⸗ 
Hung iſt alſo nah dem Lagrange'ſchen Verfahren für relative 
Marima und Minima: 
SfiXöx + Yöy-+ Zd2)dS + [daS = 0. (A) 
Setzt man num: 
U=yA+p!+a?), 


dS = Udıdy, 


fo hat man: 


und folglich: 
d.dS = Ud.drdy + dUdrxay. 
Nah Aufg. VIIL iſt aber offenbar: 


Ö.dedy= — aay 39 dıdy, 


und: 
„ 29% dö'z 
Ö 2 2 
F Gr de +5 + Tea 71 ) 
wo d’z hier die —8 analytiſche Variation von 2, d.h. die, 
welche z in Folge einer bloßen For mänderung bekommt, bedeutet, — 
Subftituirt man für d’z feinen Werth: 
ö2 — pdr — göy, 
integrirt theilweiſe, und fest zur Abkürzung: 
ar a 
— * 


| 
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fo erhält man: 
J1Usy+ 1, (42—pdz -göy)|adr+j|UdcH Eds -pör—pöy)|Ady 


m - au 


+ SWX +. — + Vp)dzdzdy 


, (B) 
+ (for + —* — — * + Vg)öydzdy. 
+ door — — 0. 


Wenn man bie’Coefficienten von dx, öy, öz unter dem boppel- 
ten Integralzeichen einzeln = 0 fest, und vebucirt; jo erhält man 
bie Gleichungen: 


ojx-(A)l+m-a 


u r— at vg=0, (C) 
UZ—V=(, 
wo: 
2)=z I 
ar +9 1% 


/ 

if. — Multiplieirt man viefelben vefp. mit dx, dy, ds und addirt 
die Produkte; jo befommt man vie Gleichung: 

* dı + 2 „3 +75 = dz = Xdr + Ydy-- Zdz. (D) 
Ben bie auf die ie wirkenden Kräfte ſo beſchaffen ſind, daß der 
Bedingung: 
Xax-+ Ydy+ Zieg= dl 
genügt wird; fo folgt aus ver Gleichung (D): 

A=all, \=1Il-+ta 

Subftituirt man biefen Werth in bie dritte ber Gleichungen (C), 
fo ergiebt fi) wegen (u) als Gleihung ber Fläche: 
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H+ap 5 (I-+a)g 
— * „= 


U 
+, 


d. 
Fr — UZ=0. (E) 


ober nach einer ähnlichen een wie bie in Kap. 8, Aufg. I: 


(Xcosa + Ycosß + Zeosy). (F) 





1 1 
RTRTT mr: 
Nach Kap. 8 gibt dieſe Gleichung aber auch die Auflöfung einer ge= 
wöhnlihen geometrifchen Aufgabe über Marima un Minima, 
nämlich: 
„Wenn bie Größe einer Fläche gegeben ift, ihre Form fo zu 
beftimmen, daß das Integral: 


— 


ein Marimum oder Minimnm wird.“ — 

Demnach ift das mechanifche Problem ver Auffinpdung ver 
Gleichgewichtsbedingungen ibentijch mit einer rein geometri⸗ 
hen Aufgabe über Marima und Minima — und wir werben 
jpäter feben, daß dies nur ein fpecieller Fall eines allgemeinen 
Theoremes ift. — 

Wir wollen nun die Bedingungen näher betrachten, welche an 
ben Integrationsgrenzen erfüllt werben müſſen. — 

Die gegebene biegfame Fläche werde von zwei bieglamen Fäden 
begrenzt, wovon fich jever längs einer gegebenen Fläche bewegen Tann, 
bie er in allen feinen Punkten berührt; aber in deren Subjtanz er 
nicht eindringen Tann. — Da diefe legte Bedingung ſchon durch die 
Bedeutung bes Zeichens J erfüllt wird, welches vie Idee des Ueber: 
ganges von einem materiellen Punkte zu einem andern ausjchliekt; 
jo braucht nicht weiter davon die Rebe zu fein. — 

Die Gleichung einer der Grenzflächen fei: 


dz =p’de-- g’ay, 
jo hat man nach der Bedeutung des Zeichens 0; 
62 = pr g'dy, (G) 


und bie in (B) unter dem einfachen Integralzeichen ſtehenden Glie- 
ber geben wieder wie früher (Nr. 112) für jede Integrationsgrenze: 


352 


d 
|Udy-+- 7 (dz- pöz—göy)} - [U82+Pös—pdz—göyj(5F) =0. 


Subſtituirt man für öz feinen aus (G) genommenen Werth, 
eliminirt = mittelft der Gleichung: 


day _ _Pp PP 

dæ g—gq’ 
und fett bie Goeffictenten von dr, dy einzeln = 0; fo erhält man 
bie eine Gleichung: 


1+pP +q=0. 


Die elaftiiche Fläche ſchneidet alfo ihre eine Grenzfläche rechtwink-— 
fig, und bafjelbe ift offenbar auch mit der andern Grenzfläche ver 
Tal. — 

147. Daß fich die aus den Eoefficienten von dx, dy gebilveten 
beiven Gleichungen auf eine vebuciren, ift offenbar durchaus noth= 
wendig, um ben Beringungen der Aufgabe genügen zu können — 
und ift nicht etwa dem vorliegenven Falle eigenthümflich, wie fich Teicht 
allgemein auf folgende Weiſe zeigen läßt: 

Aus ver Zufammenfeßung der Glieder unter dem einfachen 
Integralzeichen ift leicht erfichtlich, daß die Incremente dx, dy in dieſe 
Glieder auf zwei Wegen eingeführt werben, nämlich: 1) durch die 
mechaniſche Bariation des Elementes drdy, und 2) durch die Sub- 
ftitution von: 


92 — pda — göy, ober (pP — P)dz+ lg’ — Q)dy 


für die analytifche, gewöhnliche Variation oͤz. — Die auf bie 
erfte Weife eingeführten Glieder find offenbar von der Form: 


JO dxay + [Oöyaz, (H) 


d. h. der Coefficient von dr und sy iſt in beiden Gliedern derfelbe 
— und wenn die auf die zweite Art eingeführten Glieder durch: 


SAd'zdr + JR, d'zdy 
bargeftellt werben; fo ift der Beſtandtheil mit dr, öy offenbar: 
SAP ist Döylatsa tip -MictHg—Dylay. (D 
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»Addirt man bie Ausbrüde (HI) und (I), vertaufcht bie independente 
Deränderliche wieder wie früher, und fett die Coefficienten von dx, 
öy einzeln O; fo findet mun: 
d 
-oFH420-D-A@-nL=0, 


S+2Ad-I—%ı — 





Setzt man nun für 54 I feinen Werth — — , jo werben dieſe 
beiden Gleichungen —** ch, und reduciren er auf bie eine: 
S+2@-D+AF-M=0. 
Wenn die biegfame Fläche ausbehnbar ift, fo fällt die Bedingung: 
ödS—=0 
weg, und es wirb eine neue Kraft eingeführt, deren Moment ift: 
FaS. 


Hieraus erbellet, daß bie borhergehenbe Unterfuchung dieſem letzten 
Falle angepaßt wird, wenn man nur A in F umfegt — und mithin 
bleiben vie erhaltenen Reſultate diefelben. — 


Deifpiel, 


148. Wir wollen annehmen, daß die auf bie biegfame Fläche 
wirkende Kraft in allen Punkten ſenkrecht darauf ift; fo ift offenbar: 


Xdr + Yay-+ Zds=(, 


und mithin A= a. Sebt man biefen Werth in bie dritte ber Glei⸗ 
chungen (U), fo findet man: 





Pp_ 4 
dx y a 


wo F die wirkende Kraft: if. — Die Gleichung (F) wird in biefem 
Valle: 

tn iA_LLF 

BIRTTT 
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Wenn alfo diefe Kraft conftant ft, fo ift auch bie mittlere Arüm- ' 
mung der Gleichgewichtsfläche conftant, welche Eigenfchaft, wie wir 
früher gefehen haben, ver Fläche zukommt, welche bei einem gege- 
benen Flächeninhalte das größte Volumen einjchließt (Nr. 76). 
Diefes ift offenbar der Fall, wenn eine biegjame Fläche dem Drucke 
einer homogenen elaftifchen Flüſſigkeit ausgefett ift. — 

Wenn F die Schwerkraft ift, fo wird in (F) offenbar: 


II= g3, 
und mithin: 





oder wenn N ver Theil ber Normale zwifchen ber Fläche und ver 
buch: 


a 
s=—— 
9 


ausgedrückten Ebene iſt: 

1 1 1 

RtreVv 
woburch eine ähnliche Eigenjchaft, wie bei der Kettenlinie ausgebrückt 
wird. — | 


Aufgabe XI. 


149. Wenn auf einen als ftetig vorausgefekten Körper ein 
Syſtem von Kräften wirkt, welches der. Bebingung: 


Xde Vdy Zdsz= di 


genügt, und auch eine Kraft, welche das Element des Körpers aus⸗ 
zubehnen, oder zufammenzubrüden ftrebt, zu beweifen: daß die 
Beftimmung der Bebingung des Gleichgemwichtes auf eine Aufgabe 
über gewöhnliche Marima und Minima rebueirt werden kann. — 
Aufl. Es fei dm das Körperelement, fo ift das Moment ver 
Kraft, welche daſſelbe zu vergrößern, over zu verkleinern ftrebt: 
Födm, 
und folglich gibt das Princip ber virtuellen Gejchwindigfeiten vie 
Gleichung: 
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f(Xöx + Yöy + Zös)dm + [Födm — 0. (A) 
Subftituirt man für dm feinen Werth, welcher die Form: 
Var, Vaxdy, over Vardydz 


bat, jenachdem ver betrachtete Körper eine materielle Linie, eine mate- 
rielle Fläche, oder ein wirklicher Körper ift, integrirt theilmeife und 
feßt die Coefficienten von dx, dy, dz einzeln =0; fo findet man bie 
drei Gleichungen des Gleichgewichtes. — Wir wollen bier den Fall 
eines feiten Körpers, als den einfachiten, fpeciell betrachten, — Al» 
dann haben wir: 
dm = Vdxdydz, 
wo: 


d 
v=f&y2w, SZ &c.) 
und u eine Größe ift, welche von der Aggregation der Molekule, 
der Wärme, over irgend welcher andern Urſache abhängt, vie auf die 
in biefem Falle mit 9 bezeichnete Dichtigkeit bes Körpers Einfluß 
hat. — Wir haben mithin: 


(+ - + ddz 


dim—=|V ) +87 }dedyas, 


Oder wegen: 


v=(T .)e+(Z Nuyal) 2407 


* (ya 4 5 dy4 d2+Ud'u+ V; u &c. 
auch: 
ddm=| (at aly | Be dı 24 (+) y+(G da 


4 &c.} dxdyds, 





+ Ud’u + y,° 


wo U,.V., etc. biefelbe Bedeutung, wie in Kap. 7, Aufg. III haben 


0. 
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wieder bie vollftändigen Differentialquotierten ber als implicite, 
wie als erplicite Function von x, y, 2 betrachteten Größe 9° bezeich- 
nen. — Subftituiren wir dieſen Werth in (A), integriven theilweife 
und fegen bie Coefficienten von dx, dy, dz und d’u einzeln =O; 
jo erhalten wir die vier Gleichungen: 


ner) (ER) 
Pr+r(32)— -()-0 (B) 
rz+ r()- (EEV)=0 


d.FV, 
FÜ ( dr )- 








&c.=(. 
Werben die brei erften verfelben refp. mit dr, dy, dz multi- 
plicirt und bie Produkte abbirt; fo ergibt fich: 


—— „+ TE ds= Xdz + Yay + Zds= all, 


oder durch Sntegraton: 

F=II-+ a. 
Wenn biefer Werth fr Fin (A) geſetzt wird, jo erhält man enblich: 
| Slam + CIT + a) ddm| = 0, 





oder: 
ö(IIam + adfam —=0. 


Die Bedingung des Gleichgewichtes wird alfo gefunden, wenn man 
unter allen Formen ver Function u, für welche die Maſſe des Kör- 
pers conftant bleibt, Diejenige fucht, welche das Integral; 


[IIdm 


zu emem Marimum, oder Minimum macht. — Da tan hierbei 
bie Bariationen ver Elemente nicht zu betrachten braucht, fo wird 
auf dieſe Weife die allgemeine Unterfuchung über bie Bedingungen 
bes Gleichgewichtes offenbar ſehr vereinfacht. — 








R nn m me 
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Aufgabe XII. 


150. Die Gleichungen für die Bewegung eines elaftifchen 
Körpers zu finden, deſſen verſchiedene Molekule unenplich wenig 
aus ihrer Gleichgewichtslage verrüdt find. — 

Aufl. Dei der Anwendung bes Lagrange’fchen Verfahrens 
anf dieſen Fall müffen wir zunächit zwei weſentliche Borausfegungen 
machen — nämlich: 1) daß die Summe ber innern Momente bes 
Körpers durch die (mechanifche) Variation einer einzigen Function V 
ausgedrückt werden kann — und 2) daß Y eine Function der erften 
Differentialquotienten der VBerrüdungen ver Meolelule if. — Die 
erfte Annahme findet offenbar bei einem Körper ftatt, deſſen Molekule 
fich nach irgend einem Geſetze ihrer gegenfeitigen Abſtände anziehen, 
oder abſtoßen. — Aber nach neueren Erfahrungen gibt es Körper, 
deren Conſtitution nicht fo beſchaffen ift, fo daß dieſe erſte Bedingung 
nur als eine Hypotheſe betrachtet werden Tann, beren Wahrfcheinlich- 
feitögrab von ber Anzahl der Fälle abhängt, wo bie daraus abgelei- 
teten Reſultate burch die Erfahrung beftätigt werden. — 

Der Grund der zweiten Annahme liegt in der Natur ber 
Meolekularfräfte, welche nur von relativen und nicht von abſo⸗ 
Iuten Berrüdungen der Molekule abzuhängen ſcheinen. — 

"Wir wollen die Gleichung en für die Bewegung eines eiafti- 
hen Körpers fuchen, auf welchen feine äußern Kräfte wirken, und . 
wobei die Function V eine gegebene Form bat. — Da das anzu⸗ 
wenbenbe Verfahren feiner Natur nach höchft gleichförmig ift, fo 
wird es genügen, bajjelbe an einem einzelnen Falle zu zeigen, und 
wegen ausführlicherer Belehrung über viefes wichtige Problem ven 
Lefer auf Mac Cullagh's Abhandlung: On the Undulatory Theory 
of Light, !) Green’s Abhandlung über venfelben Gegenftand,?) und 
beſonders auf Haughton's zwei Abhandlungen: On the Equilibrium 
and Motion of Solid and Fluid Bodies®) und: On the Classi- 
fication of Elastic Media*) zu verweifen. — 

Es fein nun z, y, z die Coordinaten irgend eines Molekules 
in feiner urfprünglichen Lage, und nad) der Verrüdung: 


'ı) Transactions of the Royal Irish Academy, vol. XXI. 

?) Transactions of the Camhr. Philos Society, vol. VII, p. 11. 
3) Transactions of the Royal Irish Academy, vol. XXI. 

*) Tbid. vol. XXI, part. 1. 
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Ferner nehmen wir an, daß ber Körper fo befchaffen ift, daß bie 
Summe der Momente der durch diefe VBerrüdung der Molekule her- 
vorgerufenen Kräfte durch: 


Nö Vardydz 
ausgebrüdt werben kann, wo: 
de , d 
240 (+3 an 144 a (A) 


und U irgend eine Function von z, y, z if. — Um bie allge- 
meine Gleichung der Bewegung: 


M (a +5 Fri + 5a) edrdydz = = [je Vardyds (B) 


bem vorliegenden Falle anzupaffen, müffen wir vor allen Dingen erjt 
bie durch 59 angeventete mechanische Variation zu beſtimmen fuchen. 

Dei der Derrichtung der durch d angebeiteten Operation muß 
bemerkt werben: daß fich biefes Zeichen auf virtuelle Berrüdungen 
ber Molekule aus ihren wirklichen Lagen, worin fie fich vermöge ber 
Bedingungen ver Aufgabe befinden, bezieht — fo daß dabei vie frühern 
Lagen gar nicht in Betracht kommen, und mithin das Symbol 5 nicht 
auf z, y, z anzuwenden ift, welche vie Coorbinaten nicht von wirklich 
eriftirenden Molekulen find, fonvern blos von ben Tagen, melde 
biefe Meolefule in ihrem urfprünglichen Zuftande des Gleichgewichtes 
hatten. — Die mechanifche Variation von 9 ftimmt daher mit 
. der eigentlihen analptifchen over geometrifchen Variation 
von Y überein, und entjpringt blos aus einer Formänderung ber 
Functionen &,n,&. — Wir haben folglich: | 


nr t% x) 


—U 24 —— tr ar 


Subjtituiren wir dieſen Werth in ben zweiten Theil der Glei⸗ 
hung (B), integriven theilweife und fegen die Coefficienten von JE 
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ön, d& unter dem. breifachen Integralzeichen einzeln = 0; fo erhalten 
wir bie folgenden drei en für die Bewegung: 


dt +2 
Bahr 7 I * 43 
_ m_dI u, da, 
tert (0) 
_ EA (Em, % 
ern =, tat tz 
ober wenn wir feben: 
_Eı M,ı% 
Saturn’ 
bie Gleichungen: 
Ft ___ Ude odU 
di? Ede ed 
en _ _ U da _ a dU 
da Eddy eK. dy (D) 
_ _ Udo _o dU 
di Ed € 


Differentiiren wir dieſe Gleichungen reſp. nach z, y, 3 und abbiren 
bie Refultate, fo erhalten wir leicht vie folgende Gleichung mit nur 
einer abhängigen Beränberlichen: 


do ___ Udo ar 
da 8 at ay? ' a2? 
(7 _ 228 do _ — U de * 
€? dx) dæ dy et dy/dy &? da 
1 dU : 1 dü 2 „Lau 
(2 edx ' dy y’edy ds’ ed)" (5) 


Die Glieder außerhalb des —— Integralzeichens geben die 
Gleichung: 


N dE' de‘ ag N ’ N — 
fu (& +) dydz + ön'dxds+ öt'azay) = 0. 
Wenn a, ß, y die Winkel find, welche die Normale der Begrenzungs- 
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fläche mit den Coorbinatenagen macht, und dS ift das Element bie- 
fer Fläche, jo Tann vie legte Gleichung nad ©. 240 offenbar auf 
folgende Form gebracht werben: 


90 * 4 4 5) (cosaö&'-+cosßdn't+-cosydf') dS=0, (F) 


bei deren Anwendung folgende Fälle vorkommen können: 
(1). Die äußern Molekule des Körpers liegen abfolut feſt. — 
In dieſem Falle ift an der Grenzfläche: 


E=S0 ed Het, 
und bie Gieichung (F) wird eine ident iſche. — 

(2). Die äußern Molekule können fich auf einer gegebenen Flä⸗ 
che, aber nicht in normaler Richtung gegen biefe Fläche bewegen. — 
Wenn die Gleichung der Grenzfläche folgende tft: 

fs, D)=0, 
fo bat man, da fie nach der Vorausfegung für die Eoorbinaten jedes 
äußeren Molekules ftattfinden muß, wie biefes auch verrüdt werben 
mag: 
af df 
Ir +5, tr: 
und mithin: 
d d 
++ =, 
ober: R 
cosaö& + cosßdn -F cosyö£ == 0, 
Die Gleihung (F) ift folglich wieder eine identiſche. — 

(3). Die äußern Molekule des Körpers find ganz frei. — In 
biefem Falle Tann der Grenzgleihung nur genügt werben, wenn man 
jegt: 

u’ 324 +%)=0, 
und folglich: 
v’=0. 
151. Der wichtigite Ball ift jedoch ber, wo fich zwei Medien 
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berühren, bie in ber Form von Y verfchieben find. — Wir wollen 
z. B. annehmen, daß fie fich in einer unbegrenzten Ebene be- 
rühren, welche wir zur Ebene ver xy nehmen wollen, und bie beiden 
Medien entfprechenden Werthe von 7 feien: 


n=r (Age ++ er 7); — 
(0 





»= 1 (4 5 dr? + B4 — er) 


wo A,,B,,Cı; As, Ba, Ca Eonftanten find. — Wenn nun in dem 
erften Mittel eine ebene Wellenbewegung entfteht, welche durch bie 
Gleichungen: 


& =L,cos (ot —2), - 
1 
2x 
nı = M,cos u (4 — 2), (H) 


&, =N,c0o8 = (vit — 2) 
1 


ausgebrüct wird, die ebene Wellenbewegung zu beftimmen, welche in 
das zweite Mittel fortgepflanzt wird. — 

Da die Wirkung der Molekularfräfte auf enpliche Entfer- 
nungen unmerflich ift, fo muß man, um bie Bewegung eines in 
bem erften Mittel in enplicher Entfernung von der Trennungs⸗ 
fläche beider Mittel liegenden Molekules zu erhalten, in ver allge- 
meinen Gleichung offenbar jeken: 


v= Vi. 
für ein in dem zweiten Mittel ähnlich liegendes- Molekul: 
v=P;, 


und für Molefule, welche in, over unendlich nahe an ber Tren- 
nungsfläche liegen; 
vy=Vı-+P. 
Dei der Beſtimmung ber an ben Integrationsgrenzen zu beob- 
achtenden Bedingungen muß man offenbar von dieſem legten Werthe 
23* 
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Gebrauch machen — Da übrigens jede der Größen V,, Y, nur 

Derrüdungen ber eigenen Molekule enthält, jo ijt leicht einzufehen, daß 

die Bewegung in dem erften Mittel, die in vem zweiten Mittel und 

endlich die aus dem einen in das andere Mittel übergehenpe Bewe⸗ 

gung erhalten wird, wenn man in ber allgemeinen Sleishung jekt: 
v=V,+PV 

woburch dieſe Gleichung in: 


Me (dc + om, + 8%.) arayas 





de? ii, 
d? d?E, 
+ [fe (+ de + * ön— 2 dt.) dxdydz 
= (IföV, drdydz + [fd Vadrdydz (D 


übergeht. — Nun ift aber: 


de, Adfı ayı din. 6, dot 
INA da ıB !dy dy Ta 





d$, döf, B dna döna +. d&2 döß, 
dz de ' "day dy ”dı de’ 





89, = Aa -- 


und wenn man bieje Werthe in (I) ſubſtituirt, theilweife integrirt u und 
bie Eoefficienten von d&, dr, ö& unter dem dreifachen Integral⸗ 
zeichen einzeln —= 0 ſetzt; fo findet man für die ©leichungen der Bewe⸗ 
gung in dem erjten Mittel: 


d?E d£? d’?n d’n d’£ d’£ 
— ci *4 * 71 = 1 a € Ze = = C, dz . (K) 
und für die in dem zweiten Mittel: 


_.,R_ dꝰ ꝛ _, Rp, d’&, „eo, 
er Ta ap’ Far rg 








.(L) 











Terner geben die außerhalb des dreifachen Integralzeichens fte- 
henven ‚Glieder die Gleichung: 
Wa U ap,ayas + yB, Wa sn drast jjo, Kr oe 
17, 95 10ya2 YBı dy nıdeds + ff 1 Gıdedy 
(M) 


d ' ‚ | dn’ , N 
— [j Aa Er öf'.dydz — JJBa Fr oͤn dad (jr .dedy=O, 
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wo die Größen &, ... accentuirt find, um anzudeuten, daß fie fich auf 
bie Grenzen beziehen — und bie negativen Zeichen find gefekt, 
weil die Imtegrationen in entgegengefeßter Richtung gefchehen. — 
Sind alsdann a, ß, y die Winkel, welche Die Normale ver Grenzfläche 
mit den Coorbinatenaren macht, und wird bie vorhergehende Glei⸗ 
hung wie in Nr. 95 transformirt; fo iſt an der Integrationsgrenze: 


(8 1 de, de, — 8: 2 22 85, )coma +2, dn', —B; em 2 )conß 


+(5 Ey — 0, —* )ec0. 


In dem jetzigen Falle, wo die Ebene der zy die Grenzfläche ift, hat 
man: 
care—=(0, caß=0, 
und bie vorhergehende Gleichung wird : 
dd sc o, ° 2 
co Brap, Br o,=0 


Aber da die Verrückung deſſelben Molekules biefelbe fein muß, auf 
welches Mittel fie auch bezogen wird; fo muß man haben: 





I, = IR 
und alfo endlich: 
c, 8 _n%e 
a Cz RK (N) 
Außerdem bat man noch bie brei Gleichungen: 
— 82, 71 = na d *82, (0) 


welche ausdrücken, daß die ſchwingenden Molekule an der Trennungs⸗ 
fläche beider Mittel ſowohl zu dem einen, als zu dem andern gehörig 
betrachtet werben können. — Es müſſen alſo die vier durch die Glei⸗ 
chungen (N) und (O) ausgedrückten Bedingungen erfüllt werben, 
wenn die Wellenbewegung aus dem einen Mittel in das andere über- 
gehen ſoll. — Wenn vie Befchaffenheit ver Undulation in dem erften 
Mittel gegeben ift, jo dienen dieſe Gleichungen in Verbindung mit der 
Sleihung (L) zur Beitimmung ver in das zweite Mittel übergegan- 
genen Undulation. — Wenn man in dem gegenwärtigen Falle, wo 
die Größen: 
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A, Bi, Cı, Ay, Ba, Cꝛ, &, 8 
Eonftanten find, fekt: 
































— a? = A, — biꝰti =Bı, — cı?& =(, 
— au Aa, -b?ua=B, —aea=C, 
fo werben bie Gleichungen (RK) und (L): 
— „ae a’, 2928 
4, 3 *442 72 
di? dı dt dæ 
—— „a Fr d’na — 322 —— 
er (P), dt? b, dy? 9 (O) 
ad 2a dö?, PEATE 
Fri Br Pe a er 


Da nun die Bewegung in dem erften Mittel nach der Voraus: 
jeßung burch die Gleichungen (H) ausgedrückt wird, fo erhält man, 
wenn: vie aus dieſen Gleichungen abgeleiteten Werte von Si, 71 $ı 
in (P) fubftituirt werben: 


L,=0, M=0, vi =0. 
Zur Beitimmung der Bewegung in dem zweiten Mittel hat man 
zuerft die Integralgleichungen von (Q), nämlich: 
&, = tat y ) + Fler —ası,y 2), 
=o(y+b.t,2,2) + P(y — bit, x, 2), 
5 * 6 eat, æ, DH PR — eat, æ, Y). 
Sollen dieſe Gleichungen eine ebene Wellenbewegung ausdrücken, 
ſo müſſen ſie ſich auf die Form: 
&,=flmytns tx + a0) + Flmytnz tx — au), 
1.=p(le+&c) + Dll’cr-+ &c.), 
6, =Ulpr + &c) + YPlp'x + &c.) 


reduciren. — Als Grenzbedingungen hat man wegen ver Aequivalenz 
ber Vibrationen: 

de, Henn ml 
und: 





| di _n %a 
ee (R) 
welche Gleichung die Größen "unter dem doppelten Integralzeichen 
geben. — 
Die Gleichungen: 
=f, =1% 
und: 
L, = 0, M, = 0 
geben offenbar allgemein: | 
5=0, mm), 


fo daß fich die allgemeine Auflöfung auf: 
0, 90, =rlpe ty tz ted+ Flirt gyts—et) 
rebucirt. — Die Gleichung: 
dh, = —F 

wird folglich: 

| ) 

N, eos 2 =vU(pr tgytat)+ Plpztgy—ad). (9) 
Durch Subititution ber Werthe von &,, £ ergibt ſich ferner aus ber 
Gleichung (R): 


an 
„MG, sin „nt C, 


Integrirt man dieſe Gleichung nachet, fo erhält man: 


af 22 dv . 
ds ' 2 \di di 


Kr 


P(ps+g yo) — — * —— vit , (T) 


mo 2 eine arbiträre Function von x, y it ext man bie Gleichun⸗ 
gen (S) und (T) für y und 2 auf, fo findet man: 


Postay-ad=4m (1402) cos u+48, 


vylpatgytcd)=yN, (1- 2) 00049, 


woraus leicht erfichtlich ift, daß man haben muß: 
r=0, 9a=0 Pe), d!e0, RL), 
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und mithin: 
P(— al)=4N, (1 + — eos vl, 





I td=yN, ( — 33) 00 uk 
Folglich ift: 


ro — c,) Ni (147 -—1-2 Fr co8 — m: nd rs — al), 


v( . (1 - —8 —* 





und die in das zweite Medium fortgepflanzte Wellenbewegung wird 


alſo endlich ausgedrückt durch die Gleichungen: 
&,=0, m=0, 


— 2x Vi 
&, =4 N (1 +2) — 


46 — — 4 (2 ecꝛt) 


[71 


(V) 
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Zehntes Rapitel. 


Anwendung der variationsrechnung auf die Gefiimmung der 
Integrabilitätsbedingungen der BDifferentialausdrüce von einer 
und Don mehreren independenten Deränderlichen. 


152. Ein Differentialausprud irgend welcher Art heißt inte- 
grabel, wem fich fein Integral als eine Function von Größen aus- 
drücken läßt, die fich nur auf beliebig angenommene Integrationsgren- 
zen beziehen. So ijt 3. B. der Ausdruck: 


Ydr 


integrabel, wenn man ber Gleichung: 


"ya “Y =) 
|; Vas=F} zo vo (2), 20 9 (2 Fa 


genügen Tann, ohne die Form der Function y zu beitimmen, ober 
ohne ven Grenzen zo, zı irgend welche fpecielle Werthe beizulegen. 
Nach der Natur des Procejjes der Integration ift einleuchtenn, daß 
die Function F von der Form fein muß: 


rel), (a) ren (a) IR: 


Wenn aber diefe Gleichung zuläffig ift, fo ift die Variation bes be- 
trachteten Integrales offenbar von ber Form: 


Mn ay ay\ 
3 J. "Yar=A,öyı + Bil ( 2) +&CHAoyo+Bos ( 24 &c. 


Vergleicht man dies mit dem allgemeinen Ausorude in Nr. 11, 
nämlich: 


ö |, "Var my + Pr) +0 + Dodge + &e. 
29 


+[, (N + 2 — &e.) äydz, 
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fo ift unmittelbar Mar, daß beide Ausprüde nur ibentif ch fein 
fönnen, wenn das Integral: 


((r-2 ar + &e.) öydz 


unabhängig von ber Form ber Function y verfchwindet. — Wenn 
alfo der Differentialausprud Par integrabel fein fol, jo muß V 
eine folche Form haben, daß bie Gleichung: 


dP, _ 


eine identiſche wird, — 
Umgekehrt: wenn dieſe Gleichung identiſch wahr ift, fo ift Das 
Differential: 
Var 


integrabel. — Denn in biefem alle ift die Variation des Inte⸗ 


grales: 
| yadr 
71 


blos von den Variationen der ſich auf die Grenzen beziehenden 


Größen: 
d d 
2,032), oo... 


abhängig. — Das Integral ift alfo blos eine Function biefer Grö- 
gen — und mithin das Differential; 


Vdx 
integrabel.*) — 

Das Vorhergehende läßt fich leicht auf beliebig vielfache 
Integrale ausdehnen. Denn wir haben früher geſehen, daß die Va⸗ 
riation eines beſtimmten Integrales aus zwei verſchiedenen Arten von 
Gliedern beſteht; nämlich: 1) aus einer Reihe von Gliedern, welche 
von den Variationen der Grenzwerthe der unbeſtimmten Functionen, 
d. h. der in V enthaltenen primitiven Function und ihrer Differential⸗ 


*) Wenn allg Fax unabhängig von ber Form von g,b. h. bei jeder 
Form von y integrabel ift; fo rebucirt fi die Gleichung AO auf 00. 
— In diefem Falle ift folglih das allgemeine Verfahren in Nr. 26 nicht mehr 
anwendbar. — S. 
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quotienten abhängen — und 2) aus einer Reihe von Gliedern, welche 
von ber Bariation in ver allgemeinen Form ver primitiven Function 


ſelbſt, ꝛc. abhängen. 

Wenn nun die Form von V ſo beſchaffen iſt, daß dieſe letzten 
Glieder verſchwinden, fo iſt klar, daß der Werth des’ beftimmten 
Integrales blos von den Grenzwerthen ber verſchiedenen uribe- 
ſtimmten Größen abhängt. — Der gegebene Differentialausdruck iſt 
alſo einmal integrabel, d. h. ein vielfaches Integral deſſelben 
läßt ſich auf ein um eine Einheit minder vielfaches Integral zurück⸗ 
führen. — Wir haben daher die folgende allgemeine Regel: 

„Wenn V eine Function von n independenten Verän— 
berlihen 2, 22, 23, ... %u, einer abhängigen Veränder— 
lihen u und beren verſchiedenen Differentialquotienten 
nad 2, 22,...2% ti, und man foll bejtimmen, in welchen 
Fällen das nfache Integral: 


SS....fVax, dær ... d£n | 


auf ein (n— 1)faches reducirt werben Tann; ſo ſuche man 
nach den Regeln der Bariationsrechnung die vollſtändige 
oder totale Variation jenes Integrales und rebucire die— 
felbe durch theilweife Integration fo lange, bis unter 
dem vielfachften Integralzeichen. blos eine Variation du 
vorkommt. — Iſt alsdann die Form der Junction V fo 
befhaffen, daß ber Eoefficient von du verſchwindet; ſo 
läßt ſich das gegebene Integral auf ein (n—1)fahes 
‚urüdführen, d. 5. das gegebene Differential einmal in- 
tegriren.“ — 

Die Variationsrechnung gibt alfo das Mittel an bie Hand: 
unmittelbar das Kriterium ber Integrabilität eines Differen- 
tialausdruckes zu finden. — 

Vermittelſt derſelben Regel kan man'- offenbar auch beſtimmen, 
in welchen Fällen ein Integral wie: 


[f vardy 
auf ein anderes: 


ISv’deay 


reducirt werben kann; denn wenn dies thunlich iſt, ſo muß das Difs 
ferential: | 
24 
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(7 - V’)dzdy 
integrabiel fein. — 

Bir wollen mm verjchievene Fälle einfacher und boppelter 
Sntegrale betrachten. — Bei einem einfachen Integrale, d. h. mit 
einer inbepenbenten Veränberlichen, läßt fich mitteljt ver obigen all- 
gemeinen Regel fofort beftimmen, unter welchen DBebingungen ein 
gegebenes höheres Differential mit einer Independenten irgend eine 
Anzahl von Malen nacheinander integrabel ift — und mit dieſer Un⸗ 
terfuchung wollen wir uns zunächit befchäftigen. 


Aufgabe I. 
153. Wenn: 


day d’y 
ar 

tft, die Bebingungen zu finden, welche erfüllt werden müfjen, wenn 
V fucceffive m mal (m <n) integrabel fein ſoll? — 

Aufl. Ans der vorhergehenden Nr. ift Har, daß, wenn V nach⸗ 
einander m mal integrabel ift, die Variation von: 

j"Vda*, 

fo viel als möglich durch theilweife Integration reducirt, aus lauter 
von dem Integralzeichen freien Gliedern befteht. — Nun ift aber: 


era md dar (wert, a | 


und wenn man hiervon irgend ein Glied, z. B. das Blieb: 


da”, (A) 





k 
S"Pı Ey de" 


betrachtet; jo hat man bei Hinweglaflung ber von bem Integral 
zeichen freien lieber: 
-Ig-1Pp, 


—X EN er (fi ER ya —k Gar Öydanı 





k.rk—1 n—-2 7-27, -_ . 
+ — Erz) Öydz" &.) ; 
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folglich: 


"Yim— Simp. 30y 
8.f VYar—=_Z{"P, a de 


=2-0( 5 in Geh — 
Mir Mr 
Soll aber viefer Ausprud von allen Integralgeichen frei fein, fo 
müffen bie Eoefficienten von öy unter den Zeichen: 
fm Se! &e. 
von felbft verfhwinden. — Man hat aljo bie Gleichungen: 


d* a e-1P, __ 
dr 








Iydam2— &c. ) h 


2(—-I — =0, ZI 1 


k.k—1 d*?B, 


2-19 Tg Gas 


—=(, &c., 





ober wegen D=N au: 
ap d?P: 
5 +27 * 





+1 


d-1p 
—&c. + (— 1)" !n — =—=(, 


=(, 


Pa 





Az 


—— 
** Er a 6 





Te a raten 


_ 9Pa , m.m-+1 d’Payı 

Pa "Tr a 
_tyompt Mm: m+1....n de=HPp, 
+ 1.2...0n - mt dert! 


Wenn biefe m Gleichungen unabhängig von der Form ber Function y 
erfüllt werben, fo läßt fich die gegebene Differentialfundien m mal 
nach einander integriren. — 





— &c. 








=(. 
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Daſſelbe Verfahren ift auch in dem Falle anwendbar, wo P 
eine beliebige Anzahl. abhängiger Veränderlicher y, z, u, ... ent- 
bält, indem durch jede ber letztern m Ähnliche Gleichungen wie (B) 
eingeführt werden. — Wenn alfo V überhaupt m’ abhängige Ver- 
änderliche enthält, jo it bie. Gefammtzahl der Beringungsgleichungen, 
welche erfüllt werben müfjen, wenn 9 nacheinander m mal integrabel 
fein fol, = mm’. — Wenn: 


(My, de’ des 
v=f(2%, de‘ "de" , Et der de® ’ &c. ) 
ift, fo Tann m offenbar nicht größer fein, als vie Fleinfte ber 
Zahlen n, n’, ... Wenn m=1 ift, alfo vie Bedingung gefucht 
wird, welche erfüllt werden muß, wenn Var ein genaues Differen- 
tial fein foll; fo bleibt von ben Gleichungen (B) nur bie erfte: 





aPı d?’P, 
dı dx? 


get hr * 





—(, 


was mit dem in ber vorhergehenden Nr. gefundenen Nefultate über: 
einftimmt. — 


Aufgabe II 


154. Man foll die Form ber Function; 
VFGE, y. P. ' 
ſo beſtimmen, daß ſich das Doppelintegral: 


Vdædy 


auf ein einfaches Integral reduciren läßt. — 

Aufl. Das hier anzuwendende Verfahren iſt dem bei einem 
einfachen Integrale angewandten ganz analog — und befteht darin: 
daß man ven Ausornd ber Function Q fucht, welche in ver Dariation 
von [Vardy unter dem doppelten Integralgeichen bleibt, und dann 
bie Form von 9 fo beftimmt, daß jene Function von felbft ver- 
ſchwindet. — 

Wie früher (Nr. 114) läßt fich leicht zeigen: daß die Differen- 
tialquotienten ber erften und zweiten Orbnung in ‚nicht erfcheis 
nen, wenn V. eine lineare Function von 2, q ift; aber auch nur 
in biefem Falle. — Es muß alfo fein: 
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V=zapr+ßg+tY, 
wo a, ß, y Yunctionen von x, y, 2 find. — Ferner kann man offen- 
bar bei ver Bildung der Ausbrüde von: 

dv. dV, 

dx ’ dy’ 


alle Glieder mit Differentialquotienten hinweglaſſen, weil alle folche 
Glieder aus dem Endrefultate doch verjchwinden würden. — Hiernach 
bat man: 


(a Un ni 


und folglich: 











Hieraus ſchließen wir endlich: daß ſich das Doppelintegral: 
SSf@, 2, 2,7, Ddxdy 
auf ein einfaches rebuciren läßt, wenn: 
f&, 9 2, p. D=PFı (æ, 9, D-+qF2C, Y, 2) — Fr(z, y, 2) 
ift, indem die Yunctionen F,, Fr, F, durch die Gleichung: 


4 4*61 2 dF3 
dz 





(A) 
verbunden find. — 
Deifpiel 
155. Es fei: 
V=upze+qy— 2), 
wo u eine Function bon x, y, 2 ilt, jo hat man: 
Fi Zuæx, R=y R=us; 
folglich: 
— — dr du en — 
ur alt dr’ dy ya +: 


und bie Gleichung (A) wird demnach: 
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Frasr- +: „tr3e=0. 
Das Doppelinenet. 

ſu(pæ + ꝗy — 2) drdy 
läßt fih alfo auf ein einfaches rebuciren, wenn u eine homogene 
Function von ber (— 3) ten Ordnung ift. — 

Hieraus fließt folgendes Theorem: 

„Wenn durch dieſelbe gefchloffene Curve mehrere 
Flächen gelegt werden, dS das Flächenelement irgend 
einer berjelben, P da8 Perpenpifel aus dem Anfangs- 
puntte auf die Berührungsebene ift, und es find a, y, 2 
bie laufenden Coordinaten; fo ift ber Werth des auf bie 


ganze, von der .gefchloffenen Eurve begrenzte Fläche er- 
ftredten Integrales: 


P (2 y 
| f 29 (7, 3)as 
für alle dieſe Flächen derſelbe.“ — Denn wegen: 


PaS= — (px + qy — 3) dxdy 


erhellet aus ber vorhergehenden Unterfuchung: daß ver Werth biefes 
Integrale8 nur von den Örenzwerthen von x, y, 2, d. b..von ber 
Srenzeurve abhängt, welche nach ber Vorausfegung für alle dieſe 
Flächen dieſelbe iſt.“) — 


*) Dieſes Theorem läßt ſich auf folgende andere Art beweiſen: Wenn r, 


6, 9 die Polarcoordinaten eines Punktes der Fläche find, fo if: 


ce0=, tanp = * 
und folglich: 


sin dad = — =(@ (2 p2) — ) de + — Pr F (y+ 9) — rg) dy, 


___t _ —— 
PEneITaipt 
woraus fi auf Die gewöhnliche Weile ergibt: 


® 
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Aufgabe II. 


156. Man foll die Bedingungen angeben, welche erforverlich 
find, damit ſich das Dopp elintegral: 


fydxay 
auf ein einfaches rebuciren läßt, wenn: 
V=fls, 92,978!) 

ift, und 7, q, r, s, t bie! Differentialquotienten der zweiten Orb» 
nung find. — 

Aufl. Man bildet ven Werth von 2 wie in ber vorbergehen- 
den Aufgabe, und beitimmt dann bie Form von V fo, daß 2 von 
feldft verfchwindet. — Nun haben wir aber früher (Nr. 114) 


geſehen, daß die Differentialquotienten der britten und vierten 
Ordnung in 8 fehlen, wenn 9 von der Form ift: 


A(rt— 8?) + Br +2C0s--Di-+E, (A) 


wo A, B, C, D, E im Üllgemeinen Bunctionen von p, q, 2, y, 2 
find — und nur in diefem Falle. — Alsdann ift: 





sindd0dp = ern: dxdy, 
und woraus leicht erfichtlich ift, Daß fi Das gegebene Integral auf die Form: 
r? (2 y\. 
ii 7v 7 sin 400dꝙ 
bringen läßt, oder für = und y ihre Werthe geſetzt: 


Sfx(0, 9) sinddday. 


Da in biefem Doppelintegrale nur independente Veränderliche vorfommen, 
fo läßt fich daſſelbe offenbar auf ein einfaches rebuciren; aber alle ſolche 
Methoben find weniger allgemein, als bie im Texte befolgte, welche eine 
Regel für die Beftimmung ber Imtegrabilitätsbebingung jeber beliebigen 
Zunction von x, y, 2, p, q gibt. — 


376 


dA dD, dE 
N=(rt 29 — tr7 +: KR RR’ 
Vet + „+27 tr: = ra’ (B) 
gE 
nennt 2 dB | 2,4 + 5. 


Ve=At+B, = 22 art 
und bei der Bildung der Werthe von: \ 
aV: dV, Va AV d’Vu 


TE I el I I 


de’ dy ’ dx" ’ dıdy’ dy?® 
fann man offenbar alle Glieder und Differentialguotienten von einer 
höhern al8 der zweiten Orbnung unbeachtet laffen, weil, wie wir 
früher gejeben haben, biefe Glieder doch aus dem Endreſultate ver- 
ſchwinden würden. — Ss hat man: 


aVAM 
dr (Gt? Ka + a: Fr; Petr nt z 














Ve; __ (dA ac, 
I = the — Far 
folglich: 

Jz En dB, „dB, dc, dC_dE 
+4 —Y= trat dy Ti dp 
„dc _dD dA dB, dc 

+ (+ tra) (+ Fat) 
und ebenfo: 

r- u — — daD ac _ dE 
da ac _ dB dA dD,d 

+ (+3 2). +7. 51% 

Es tft mn: 





_d(Wa, a v.) (Wer U _ ) , 
u 7 7% Y,)ra 


NE FEN SE JUNE (C) 
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wo geſetzt ift: 
= + + aan + ayan rn Pa *9 * 
L* et tr 25 
+ a ee Be EL (D) 
elta) ar 
u=-(Z tr 55 T 9 Fr +pq Gr 
HEY ag FR rag Yayap FI rag apa 
N= + pt — 
dD, dD d'D d?D d?D 
da dydq dxap I dzdg F dadp 
d?B d?B 


„aD 
1= 27 at? P ixds +? dz? 





d’D „d 
t5 t ? —* +4 
dc d’C d?C 
+? (Fr TI 77 dædꝛ Er dydz Tr > 
d’E d’E d’E dE 











dxdp Fre — ——— te 
24* 


378 


Wenn alfo die gegebene Function 9 integrabel fein fol, fo 
muß fie ven Gleichungen: 


9=0, L=0, M=0, N=0, N=0 (E) 


genügen, welche mithin das Kriterium ber Integrabilität ber 
gegebenen Differentialfunction: 


Vardy 
bilden. — 
Wir wollen nun noch zwei ſpecielle Fälle betrachten, welche uns 
auf intereffante Refultate in Bezug auf bie Theorie ver rummen Flächen 
führen werben. — 


Beifpiel i. 
Es fei: 
= Alrt—s?), 
fo it: 
B=(0, C=0, D=(0, E=(, 
und folglich: 
=(). 


Die Gleichungen (E) werben mithin auf: 


dA, DA, da dA, dA _ 
«tr dırdp + dydg tp dzdp TI ag 0, 


de4 A, AL 





24 d?a d?A a? * 
day IP —— 





d?A dA , „UA 

Fre Ar 77 PasE 0— 
veducirt. — Integrirt man bie drei legten biefer ©leichungen, was 
feicht gefchehen kann, wenn man feht: 


_da, da „da, da 
ua TO y'Ta’ 


fo findet man: 


u 
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=pß@— pr — qyp,gq), v=Ull — pr — qy,D.g) 
A9 (2 —- pr — qy, pP.) yVC pæ — qu, p, 9) 
+21@—-r2 — qu, p, M. (G) 


Subftituirt man biefen Werth in die erfte der Gleichungen (F), und 
jegt der Kürze wegen: 

s—- pr —-py=0, 
\ erhält man: 


ad ı M\__ dp 
+ = -( +, + 2)= (27 tz + 
Die Integration nah @ gibt: 
d d 
tw tı=— Er) +Fnn. 


Subftituirt man dieſen Werth in (F), fegt für 9, Y refp.: 52, 


— * und läßt F(p, 9) hinweg, was offenbar erlaubt iſt; ſo er⸗ 
hält man: 
dd, daP 
=,tr7- CH) 


Wenn P das aus dem Anfongspunfte auf die Berührungsebene in 
irgend einem Punkte der dlache gefällte Perpendikel iſt, ſo hat man 
bekanntlich: 


P—— —. 
vdi+pP+) | 
Der obige Werth von A Tann alfo auf Die Form gebracht werben: 


d®(P,r,g) , dP(P,p,g) 
dp + dq ” MD 


welches der allgemeinfte Werth von A ift, der das Differential: 
A(rt — s’) dxdy | 
integrabel macht, d. 5. fo, daß ver Werth des Integrales: 
Art — s’)drdy 


A= 
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nur von der Natur der Grenzeurve, fowie von ven Werthen von 2 
und feiner Differentialguotienten für bie entjprechenden Punkte ver 
frummen Fläche abhängt. — 

Man hat demnach das folgende Theorem: 

„Wenn mehrere Flächen fich in derfelben Curve be- 
rühren, fo ift ver Werth des Integrale: 


(jAdpag, (K) 
auf den von der Berührungscurve begrenzten Theil ir- 
gend einer biefer Flächen erftredt, für alle dieſe Flächen 
derſelbe.“ — 

Die Wahrheit dieſes Theoremes wird einleuchtend, wenn man 
beachtet, daß: | 

dpdq = (rt — s?) dıdy 

if. Denn aus ver vorhergehenden Unterfuchung erbellet, daß bie 
Bariation des beftimmten Integrales nur die Variationen der Grenz - 
werthe von y, z und p oder g enthält (Nr. 106); viefe Variation 
verſchwindet alfo, weil bie Flächen eine gemeinfchaftliche Berüh⸗ 
rungscurve haben. — Der Werth des Imtegrales bleibt mithin con- 
jtant, wenn man von einer biefer Flächen zu einer andern übergeht. 
— Derſelbe Schluß bleibt auch gültig, wenn bie Fläche ganz ge- 
ſchloſſen ift; d. 5. ver Werth des Integrales (K) ift in dieſem 
Falle für alle gefchloffenen Flächen verfelbe, weil die Varia⸗ 
tionen ber Grenzwerthe an und für fich verjchwinvden.*) — Man 
bat alfo den Sag: 


*) Dies erhellet vielleicht noch beſſer, wenn Polarcoorbinaten in das In- 
tegral eingeführt werben, inbem ber Anfangspunft oder Pol in der Fläche 
liegt. — Denn alsdann nimmt baffelbe die Form: 


Srdap 
an. — Die Gleihungen der Orenzcurven find aber im Allgemeinen von ber 
Sorm: 
e=f(lp), O=fı(yp), 


und die in ber Variation von: 


SV ’addyp | 
vorlommenden einfahen Integrale werben durch den ganzen Umfang jeber 
biefer Eurven erftredt angenommen — ſie verſchwinden alſo, meil fich biefe 


Eurven bei ganz gefhloffenen Flächen auf Buntte rebuciren. — 
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Wenn die Berührungsebene in’irgend einem Punfte 
einer frummen Fläche diefe nach einer gefehloffenen Curve 
berührt, fo ift der Werth des auf den ganzen von dieſer 
Curve begrenzten Theil der Fläche ausgebehnten Inte- 
grales (K) = 0. — Denn nach dem vorhergehenben Theoreme ift 
biefer Werth für die krumme Fläche derſelbe, wie für die Berüh— 
rungsebene, — 


Beifpiel 2 
Es ſei: 
Vv=Br-+42Cs+Dt, 
wo B, C, D Functionen von p und g find; fo ift: 
a=0, B=efog, C=Fo,g, D=ypg) 
woraus leicht erhellet, daß die Gleichungen: 
L=0, M=0(0, N=0, II=0 
identifche werben, und daß die Gleichung: 





o=0 
wird: 
d?’B d?C d D 
Es iſt leicht zu zeigen, daß dieſer Gleichung durch: 
2 2 
B 1+gq i+r 


= — — (0=— — PI___ D= — — — 
Ad+p’+g9# dtp + 2 A+pri 
Genüge gefchieht — und wenn man bemerkt, daß: 


1,1 _ _ tg Ir—2pge+ dtp 
R'R A+p’+g’% 
iit; fo hat man ven Satz: | 
„Wenn das beftimmte Integral: 


Date 


auf den von ber Berührungscurve umſchloſſenen Theil 
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irgend einer der obigen Flächen erftredt wird, fo ift fein 
Werth für alle diefe Flächen derfelbe.‘*) — 


Aufgabe IV. 


157. Man fol unterfuchen, ob es thunlich ift, den Inhalt 
einer Fläche burch eine Formel, wie: 


T+[{F(P, 0, 9) dOdp (A) 


auszubrüden, wo I’ eine Größe ift, bie fich nur auf Die Integrations- 
grenzen bezieht, P das Perpendifel aus dem Anfangspunfte auf vie 
DBerührungsebene ver Bläche, und 4, ꝙ die Winkel bedeuten, welche jeine 
Richtung beftimmen. **) — 

Aufl. Die bei allen folchen Aufgaben, wie bie vorliegenve, 
anzuwendende Methode ift folgende: Es jet: 


SS Vazdy 


ein Integral, wovon man weiß, daß es bie gefuchte Größe ausdrückt, 
und: 


*) Diefer ſchon früher angeführte Sa läßt fi durch ein partilares 
Berfahren leichter varthbun. — Denn feht man: 


PO - — — 
ES Hp NT JAH Fr 
jo ift leicht einzufehen, Daß man bat: 
1, 1 __ (8, da 
RtRrT\e * dy)’ 


und folglich: 


Natr)ea=fea-n) Ban m J 


**) Bekanntlich kann die Länge einer ebenen Curve durch einen Aus⸗ 

druck von der Form: 
T + [Pdo 

bargeftellt werden, wo P das aus dem Anfangspunkte auf Die Tangente gefällte 
Perpendikel und o ber Winkel ift, welchen baffelbe mit einer feften Are macht, 
während 7 eine fich blos auf Die Integrationggrenzen beziehende Größe it — 
und es ift nun der Zweck unferer Unterſuchung: ob fich nicht die Größe der 
Oberfläche durch eine ähnliche Formel ausbrüden läßt? — 
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T + [jIIa0dp 


das Integral, wodurch fie ausgebrüdt werben foll, indem IZ eine 
unbeftimmte Function von 4, ꝙ und irgend einer dritten Größe ijt, 
wofür in dem gegenwärtigen alle das aus dem Anfangspunfte auf 
bie Berührungsebene gefällte Perpenbifel genommen iſt. — Das In- 
tegral in dem letten Ausprude transformire man burch eine Vertau⸗ 
[hung ver Veränderlichen in ein anderes von ber Form: 


JJ V’dady, 


SS vazay=T + |j V’dzay, 


fo iſt: 


und mithin: 
ICA- N)ddy=T. 
Wenn man aljo 9’ (oder IT) fo beitimmen Tann, daß: 
(V — V’ dady 
den Bedingungen ber Integrabilität genügt; fo ift bie Löſung ver 
Aufgabe möglich — und im entgegengejegten Falle nicht. — 
In dem vorliegenden Falle ift aber bekanntlich: 


sin ddOdp = dxdy, 


rt — s? 
( 44 
und wenn der Ausdruck: 
F(P, 0, 9) dOdꝙ 

auf die Form: 
. V’dxdy 
gebracht werben kann; fo ift: 

V t - s#)f@— pr — gy,Ppg) 


v=e/t+r+g"). 
Wenn aljo bie verlangte Ausprudsweife möglich fein foll, fo muß 
der Ausdruck: 
yA+P? +g9)— rt —s)f@— px —gy, p, M dædy 
integrabel fen — und in ben Gleichungen der Aufgabe III ift 
alsdann: 
A=—f(2—pr—qyD,YJ) B=0, C=0, D=(, 
E=yd4p’+9. 


und: 
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Sekt man dieſe Werthe in: 
L=0,. M=0, N=U, 

fo erhält man leicht vie Gleichungen: 
#E „ dE_, @E_ 


dp? =0, dpdag ° dg? =, 








welche offenbar unmöglich find, weil E eine gegebene Junction 
ift. — Es ift mithin nicht möglich, die Größe einer Oberfläche 
durch eine Formel wie (A) auszubrüden. — 


Aufgabe V. 


158. Man foll die allgemeine Form finden, welche 9 haben 
muß, wenn fi ver Inhalt irgend eines Stüdes einer frummen 
Fläche durch: 
| T + [j Vaddp 
fol ausbrüden laſſen. — 

Aufl. Wenn man jekt: 

Al+pP?+g3=V, 
fo muß nach ver vorhergehenden Aufgabe ver Ausdruck: 
Acrt - F)— yYUi+p?-+g°) 
den Bebingungen der Integrabilität genügen, und es ift mithin 
in ven allgemeinen Formeln: 
B=0, C=0, D=0, E=—-yYi+p’+p% 


Die Gleichung: 
II = 0 


wird alfo identiſch, und die Gleichungen: 
L=0, M=0, N=0 








geben: 
HU at a ha a 
rc ra m Ga 
at —— +p’ a 
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Diefe legten Gleichungen laſſen fich leicht nach ber früheren Me⸗ 
thode integriven (S. 378) und geben: 


‚je+y?+@r+?} 


A=—g (I+p?+g33 +xp(2—-pr—qy,p,g) 
+yP@—-pr—gyp N tr@-PE—guPp N). (8) 
Es bleibt alſo 9 bie Gleichung: 9 =, oder: 
dA 
te 1945 56 (+ +92) 6 
zu betrachten — — Die Gleichung (a) gibt aber: 
dA dAa_ zz +@itmp 
ar nee — 


— 
4440 A _ yHPETmg ı 5. 


y I: dr 
alfo iſt: - 
4 (dA, „da\ ___p2tgy 3,2 tprtpWp 
ap \ar '? 5) Atpetga (Ad-+p°+g9°3 
2qy+ px yr(prtgyg | do 
dq an (as + Tr J õ (d+pP’+g°% * 
woraus durch Addition folgt: 
d 444 dA\__dp | dv 
dp (+ 29) *5 —20 790% nt dq 
und: 
dA_dA_ 


Era Hurt FD 


Setzt man dieſe Werthe in die e Gleichung (b) und integrirt nad) o, 
jo findet man: 


d d 
typ tı=-— En 7, vaa-+F(p, q). 


Laßt man das Glied FLp,g) hinweg, welches offenbar als in ꝙ oder 
v jchon mitbegriffen betrachtet werden kann, und ſetzt wieder: 
25 
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= — (ydo, PF=— (pda; 
jo erhält man: | 
"+y+o@x-typ° +2 47 


AI Tr Fr 
und folglich: 
=—4l+y’+@pe ++ Adrp + (+5 z . 


Wenn man fekt: ' 
o=0, 0, | 
jo erhält man den Flächeninhalt irgend eines heile ver krummen 
Fläche durch: 
T—4/fl2®+y?+(px + a? do 

ausgedrückt, woraus fich leicht das folgende Theorem ergibt: 

Wenn in irgend einem Punkte einer gejchlofjenen Fläche eine 
. Berührungsebene an dieſe gelegt wird, und I’ bezeichnet Die Länge 
ziwiichen dem Berührungspunkte und dem Durchjchnittspunfte mit der 


Geraden, von melcher aus der Winkel 9 gezählt wird; ſo wird der 
ganze Oberflächeninhalt S ausgedrückt durch: 


3—- }[[T!do. 


Die Wahrheit dieſes Satzes wird einleuchtend, wenn man bemerkt, 
daß: 
72 +y?+(pe+ g)’ 
iſt; denn nach dem Früheren iſt der Werth des Integrales: 
[ftaS+ 3 7T240 


für alle gefchloffenen Flächen berjelbe — Dieje Fläche fei eine 
Kugelfläche, deren Gleichung ift: 


”+y+.’=1; 
fo hat man, wenn 4 und @ ihre gewöhnliche Bedeutung behalten: 
T=tan®, 
und folglich: 
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| (Tdo =|[, \, "an? Ysindahdp==?x [, tan? 0sin0d0 


= 21 |, ( — sind) 40 =— 


In dem Falle, einer Kugelfläche hat man folglich: 
SS(dS +4 T?do) = 0, 
und mithin ift allgemein: 
S=—3}JjT’do. 


Es wird nicht ohne Intereſſe fein, dieſen Sag in dem Falle 
einer Rotationsfläche zu verificiren. — 

Es ſei AB (Fig. 20) die Rotationsaxe, APB die erzeugende 
Curve und PE die Tangente in irgend einem Punkte; fo hat man: 


PNA=6, T=PE=-—. PYsech. 





Wenn ferner bie Gleichung der Curve ift: 


dy=pdt, 
fo hat man: 


c80= 


—_ 2, T=—ysed = —y/ÜLrI 
dtp’ T=—ysecd = —y r . 


Da aber T offenbar unabhängig ift von @, fo hat man: 
x (an % 
To} ſ. ſ, T’sinddbdp = x ſ T?sindd6, 
0 


und wenn man für 9 und T ihre Werthe fubftituirt: 


2d 
T? do= (a 
1/7? do pP’yi+r?) 
oder theilweife integrirt: 


AI Tdo= a / (1 +) 2zy vo +) dy 


=ny" * ( + ==) — 2z[yy(l-+p?) de. 
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Wenn A, B vie Örenzpunkte ſind, fo verſchwindet offenbar das 
von dem Zeichen f freie Glied, und man bat enblich: 


-- s[[T’da = ?rfyy(i+ p®) dr. 


Der zweite Theil dieſer legten Gleichung drückt aber bekanntlich ven 
Inhalt der durch die Umbprehung der Curve APB erzeugten Fläche 
aus, und folglich ift ver fraglide Sat verificirt. — 

Aus den vorhergehenden Beifpielen fieht man, wie vie Varia— 
tiongrechnung bei ber Unterfuchung über die Möglichkeit der Re- 
buction eines vielfachen Integraled auf ein anveres von verfchie- 
bener Form mit Vortheil benußt werden Tann. — 


"Aufgabe VI. 


159. Wenn R, PB’ die Hauptfrümmungshalbmeffer einer ge- 
jhloffenen Fläche, P das Perpenbifel aus dem Anfangspunfte 
auf die Berührungsebene und do das Clement einer mit dem ver 
Längeneinheit gleichen Stüde dieſes Perpendikels bejchriebenen Kugel⸗ 
- fläche bebeuten, zu beweijen, daß man hat: 


SICR + P) do = 2([Pdw, (A) 


. wenn das Integral über die ganze gejchloffene Fläche ausgedehnt 
wird. — 
Aufl. ES ift Teicht zu zeigen, daß: 


yt — 8 


2 
do = sindd4dp = dædy 
und: 
, 1 — 2 1-49? 
R+R=- — 42), 
2—- px —qy 
VYarr +9 


tft. — Sebt man nun: 
MVaxzdy=fJ}2P-(R=P))}| do 


und fubftituirt für RB, R, P und do ihre obigen Werthe; fo erhält 
man: 
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V= 2 2 — pr — I (ey 4 Irre rt PD (B) 


(AFP Fp%' Ir? +4 
Vergleicht man dies mit ber allgemeinen Form (A) auf ©. 375, fo 
findet man: 
A—=? (2 — px — Qy) B= 1+4 
U+rp+? 1+2?+9? 
pq „__41+4P_ 
— — ‚„E=0. 
ifp+g 97 1+p+4 
Da aber B,C,D von &,y, z unabhängig find, und A den Glei⸗ 
ungen: 


(©) 
C=— 


da da da = 


genügt; . jo ift Mar, daß die Werthe (C) die Größen L, M, N, II 
identiſh = 0 machen. — Es bleibt alfo blos noch das Nefultat 


biefer Subftitutionen in 9 zu unterfuchen. — Nun ift aber (S. 377): 


dA, d’a d? A 

de! Arap ? Ayda avar LE dr7777 Er re dzdgq 
dC dB d'D 
FE a pr 


= 





und wenn man die Gleichungen (D) refp. nach p und g bifferentiirt 
und bie Kefultate abbirtz fo findet man: 


dA d?A d?a d? A 
dz da? Aado dædp +7 Fr +? dzdp dadp ! 9 dzdgq 
wodurch fich der Werth von 9 auf: 
_dA,.d’C d’B d’D 


oe apag age dp® 
(een, 4 (d0 _ dB 
dp) dg\dp dg 


reducirt. — Es ijt aber: 





=(, 


\ 
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“_ + 2pq° 
7—— — 
DL 
a U+p+)° 

folglich: 


und mithin: 


2p° 


dc DD at 
1-+p’+g9? ° (i+p2?+ 9° 


ap\dg dp 
Ebenſo Da man: 


2» 2 
a) pet < gg’ 
alſo * 


4 7) (2-3 aB\____° ___—_ _44 
dp\dg dg) 'dg\dp dg d+p?+9" de’ 
und folglich: 

020. 


Da aber die Integrale nach der Vorausſetzung über die ganze ge— 
ſchloſſene Fläche erſtreckt werden, ſo iſt die Totalvariation von: 


Svazxdy, oder I2- (R+P))do 


offenbar identiſch = 0, und folglich hat dieſes Integral für alle ge- 
ſchloſſenen Flächen denfelben Werts. — Kann man alio biefen 
Werth für irgend eine folche Fläche finden, fo hat man damit auch 
ven allgemeinen Werth deſſelben. — Für eine um den Anfangs- 
punkt bejchriebene Rugelfläche ift aber: 


R+-R=2R=2P, 
folglich: 
SYRP—(R+P)]do=0, 
und endlich allgemein: 
IR -+ P’)do = 2[[Pde, 
was bewielen werben ſollte. — 
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Wenn dS das Element der Fläche iſt, und auf ber linken Seite 
der legten Gleichung für do fein Werth: 
a8 
BE 
gefet wird; fo erhält man das neue Theorem: 


[ [ (5477) 45 = 2fPao. 


Andere Theoreme ähnlicher Art ergeben fich auf ähnliche Weife; aber 
ba es fich bier nicht fowohl um Darftellung einer allgemeinen 
Theorie, als vielmehr um bie Unterfuchung fpecieller Aufgaben 
handelt, jo werben bie mitgetheilten DBeifpiele wohl hinreichend fein. 
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Note A 


Das auf ©. 94 erwähnte Theorem läßt fich leicht durch Die 
Methode ver Trennung ber Quantitätd- und Opera- 
tionsfumbole oder ven f. g. Operationscalcul beweifen. *) — 
Denn wenn A und A’ refp. das Symbol ver Differentiation be- 
beutet, wenn bieje refp. nur auf , oder nur auf u angewandt wird; 
fo kann der Ausprud: 


m’ 
| a, X 4. 
dx" dr” 

de 3 (a) 


offenbar gefchrieben werben: 


n LA+AI" A" F(A+A)" A| Ku 
oder: 
(A+AI”" A" KA+AI"" FA T"| Ku, 

und es ift leicht zu zeigen, daß jeber ver beiden Ausprüde: 
(A+A+A®, 
(A+ At AH 

burch eine Reihe von ver Form: 

AP+AAHKAHFAA + BAFHKAH+ANA?+&e. + 

+ECA+A)" A” (b) 

bargeftellt werben Tann, wo A,B,... und E Zunctionen von u find. 

Denn fett man: 
X=(A+A)A), 

fo wird: 


— 2 
—E 


2 
—V ——— , 


2) Da ber Verf. ſich mehrfach auf bie Principien des Operations⸗ 
caleuls ſtützt, fo wird es nicht unzweckmäßig fein, ben Leſer in dieſer Be⸗ 
ziehung auf Carmichael's Operationscalcul, 2c. (Braunſchweig 1857) 
zu verweilen. — ©. 





3% 


folglich: 
(AHA + Ar =[V(A? +4X)+Al"+ {YCA? +4) Ale] 


1 2 - —1 
= 5 Ar + IT AREA HAIR) + SC. + CA? HR. 

Wird nun diefer Ausprud nad) Potenzen von X georbnet, und für 
X fein Wert (A+A)A’ geſetzt; jo ergibt fich offenbar eine Reihe 
von ber Form (b) — und baffelbe Verfahren ift auch auf ven Aus- 
brud: 

(A+ Art! — a 

anwendbar. — Ä 

Subftituirt man ven fo gefundenen Werth in: 


(A+ A” A" kA+AIPT+A""), 
fo erhält man: 
A®(A+A” AT AA CA+AN"H Ati Sc, 
wo: 
n=4lm— m’), over = lm — m’ — 1) 


ift, jenachdem m — m’ gerade, ober ungerade if. — Es ift alfo 
endlich: 








dem + ga SAH A A + Re] Eu 
j . 
m IK deu Ha A?"2K dr'tiy 
— da? dæm dæꝛu det! 
er" en 
n' +1 
a DR u Pt Cap —— 
— da" dert! 
Te TE 


wo gejegt ift: 
d®K d’=2K 
nn = A as FE 


2ör 
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Note B 
Das Theorem: 
d”Q _d"PQ_'m d=!PQ — 1 a=2 p"Q 
F dr” * dar -7 dr" — der? &e. 
+(—- 12)" PQ, (a) 
wo der Kürze wegen gejekt it: 
P' H P'= Er ar 


ergibt fich leicht durch Anwendung des Operationscalcul® (ſ. Car— 
michael's Operationscaleul ©. 17). Multiplicirt man die Gleichung 
d.A, * daꝛ. A, d’u 


Au-+ +0 =0 





(b) 


mit ut, zieht das Nefultat von dem Werthe von U ab, und fegt für 
y feinen Werth ut; jo befommt man: 











d.A, u 0,4, 
U=u dr + u dr? + &e 
du ’ d’u 
u * ‚de v Le 
dx u dr? ? 


oder in kürzerer Form; 


a 4, t de. | 
dx” dx” 
U=2 Ten Uno (c) 


wo m alle Werthe von 1 bis n haben muß. — Wir wollen nun 
zeigen, baß jedes Glied der vorigen Summe burch eine Reihe von 
der Form: 








dr 
tn re 


ausgedrückt werden kann. — Wendet man nämlich das Theorem (a) 
an, und ſetzt: 
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d® .ut du _ . R 
Im * (ut)”, FF &e.; 
fo ergibt fich: 
„ I": Amlut)” _ d*Amlut)? _ md”! u Anlub)” 
dæm dæm 1 da"! 


4 m. m —1 d*?,u" An(ut)” 
1.2 dır? 


Es iſt aber auch: 


(u) =ut®) mut + — urn?) + &c,, 


— &c. (d) 


und wenn biefer Werth von (uE)” in (d) fubftituirt wird; fo Tann 
das allgemeine Glied der reſultirenden Reihe durch: 


au) Alu to 
Tg ) 
ausgedrückt werben, wo Ma 
m. m—1l...p+1 m.m—-i...g+1 
M=Yt A m—p ' 1.2.3...m—q 


ift, und das obere, oder untere Zeichen genommen werben muß, 
jenachdem m—p gerade, ober ungerabe ift. — Iſt nun p nicht 
= q, ſo erhellet aus ber Form dieſes Ausprudes («), var es auch 
ein anderes Glied: 


da. ulm) A„ulr-PP) 


+M: * 


geben muß, wo das obere, oder untere Zeichen gilt, jenachdem 
p — g gerade, oder ungerade iſt. — Setzt man jetzt: 


K= MAnu@ m um-9, 
jo erhellet auf der Stelle, daß alle Glieder der Reihe (c), mit Aus- 


nahme des ©liedes, für welches p=g ift, und welches fchon bie, 
verlangte Form hat, in Gruppen von ver Form: 


8 
2 
+ 

nz 

2 


‘ 
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georbnnet werben können. Nach der vorhergehenven Note A Tann aber 


eine folche Gruppe durch eine Reihe wie: 








dit ati: 
8. re dri. CH gar 
re 
ausgebrüdt werben, und es ift mithin: 
dt d’t d> it 
d.C,— d’.la — ®.O,— 
d® Anlut)" _ dr dx? da” 
aber: 7 Meer 7 Tu a er 7 
(e) 
Der Eoefficient von & in: 
d” , Anlut)” 
& 0 u dee 
ift aber offenbar: 
d®, Am u 
Z.u dr 
' der 
und folglich: 
du An m 
S. ut — —* Ct. 
dæ 


Subſtituirt man dieſen Werth in (c), und ſetzt für C,, Ca... reſp. 
bi, da,. +; jo erhält man; 





und alſo endlich: | 
a art 
dt ° ge? "dar 

SVar=b, + u +0. —— , (f) 
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Note C. 
Die Theoreme auf ©. 169, 204 und 306 beziehen fich eigentlich 
nur auf ganze Yunctionen — laſſen ſich aber leicht auf gebro- 
hene Functionen ausdehnen. It z. B.: 


! 


—— 


wo w, a” ganze Functionen reſp. vom m’ten und m” ten Grabe 
find; fo hat man: 


— teosß- J Se 





Wird alsdann die im Texte angegebene Sonnen für jede ber 
Curven: 
wc, W=e 
einzeln ausgeführt, und Lie entjprechenden Stüde ver Normale durch: 
PN', PN" 
bargejtellt; fo erhält man durch das im Texte angegebene Verfahren: 


——— — 7, 0. 
= 


und ebenfo für die Theoreme auf S. 204 und 306. 


Note D 


Delaunay hat gezeigt: daß die gefuchte Curve durch ven 
Brennpunkt einer Ellipfe oder Hhperbel befchrieben wird, 
beren Querare =a ift, und welche ohne Gleiten auf ber 
Adfeiffenane fortrollt. — 

Es fei: 

r=f(o), . (a) 
bie Gleichung der rollenden Curve in Polarcoorbinaten, indem ber 
bejchreibende Punkt der Bol ift, und bie ver befchriebenen Curve: 
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29(0), der dy=pdr; (b) 
fo ergeben fich leicht folgende Gleichungen: 

dr r?do _ ) 

rdn 7’ Y(dr? + r?do?) = (e 


mitteljt welcher man leicht von ter rollenden Curve zu der be- 
jhriebenen, und umgekehrt, übergeht. — Denn wenn bie rollende 
Curve gegeben ift, fo erhält man vie Öleichung ber befehriebenen 
Curve durch Elimination von r und o zwifchen ven Gleichungen (a) 
und (c) — und wenn die Gleichung der befchriebenen Curve ge— 
geben ift; fo ergibt fich die ver rollenden durch Elimination von 
z und y zwiſchen (b) und (e). — Dies gibt zuweilen ein Meittel 
zur Conftruction einer Curve an bie Hand, deren Differentialgleichung 


=f(p) 


gegeben if. — Denn wenn man in bem vorliegenden Zalle, wo bie 
Gleichung der befchriebenen Curve ift: 


ay=(y’+oJyl-+p?) 
für y und p ihre durch die Gleichungen (ce) gegebenen Werthe fekt; 
jo erhält man als Differentialgleichung ver vollenden Curve: 
V(le)dr 


rylar— r!— ec)’ 


burch deren een man erhält: 


\=2-V/V(E-: . — )C080, 


d. 5, die Brennpunftsgleichung eines Kegelfchnittes. — Vergleicht 
man biefe Gleichung mit der gewöhnlichen: 


do = 





1 _1- ecoo 
r All—e?)’ 0) 


A=j%a, la) 


woraus der zu beweifende Sat erhellet. — 
Für c=0 gebt der Kegeljchnitt in eine enblihe gerade 
Linie, und die befchriebene Curve in einen Kreis über, wie in Wr. 76, 


jo findet man: 
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Bei diefer Aufgabe findet die zu Ende von Nr. 36 erörterte Ei- 
genthümlichfeit ftatt — nämlich: daß bie Durch Die Variationsrechnung 
gefundene Gleichung nicht alle Fälle enthält, welche möglicher Weife 
vorkommen können. — Denn in Nr. 36 haben wir gefehen, daß, wenn 
die Curve die NRotationsare ſchneidet, ce= 0 fein muß, und daß in 
piefem Falle die gefuchte Curve ein Kreis if. — Daffelbe erhellet 
aus der vorhergehenden Conftruction; denn bie von dem Brennpunfte 
eines auf einer Geraden fortrollenden Kegeljchnittes befchriebene 
Curve kann die Rotationsare nicht fehneiden, wenn ber Kegelſchnitt 
nicht in eine gerade Linie übergeht. — Geſetzt nun, bie urfprüngliche 
Aufgabe wäre folgende geweſen: 

Meber einer gegebenen Baſis AB (Fig. 17) eine Curve von 
folder Beſchaffenheit zu bejchreiben, daß die durch ihre Drehung um 
AB befchriebene Oberfläche eine gegebene Größe habe, und zugleich 
das von dieſer Oberfläche begrenzte Volumen ein Marimulm fei. 

Diefe Aufgabe geftattet offenbar eine Löſung; aber fie wird nicht 
durch die Kugel gegeben, weil ihre Oberfläche eine beftimmte 
Function von AB iſt, und folglich nicht einer andern gegebenen 
Größe gleichgemacht werben Tann. — Die Auflöfung dieſer Aufgabe 
ift alfo nicht in der Gleichung: 


1,1_2 
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enthalten. — Die zweite Variation iſt im „genen 


ar 





1 öp + Gr 0p°) az, 


Bye 
und wegen: 
v=y"—ay/t+p?) 
ift folglich: 
V’ _9 av ___ a» 2 dVr_ | y 
dy?_ dudp vd+r)’ p (Art 


Sett man aber für (142238 feinen aus: 
| a=(y’+oJy(d-+p”) 
abgeleiteten Werth, fo findet man: 


eV _ Qt 
ie Day? 
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und da nit e=0 fein fan; fo wird bie legte Größe für y — 0 
unendlich; folglich ijt die Variationsmethode hier gar nicht an- 
wenbbar. — 


Note E. 


Die Unterfuhung im Texte (Nr. 111 folg.) ift hier unvollftändig; 
denn um allgemein barzutbun: daß die Bariationsrechnung hier eine 
vollftändig beftimmte Auflöfung gibt, muß gezeigt werben: daß eine 
Function von zwei independenten Beränberlichen vollftändig 
bejtimmt ift durch eine partielle Differentialgleihung in Verbindung 
nit partifulären Bedingungen, deren Anzahl der Ord nungszahl ver 
partiellen Differentialgleichung gleich ift, und die fich blos. auf par— 
tikuläre Wertheſyſteme der Independenten beziehen. — Ein voll- 

jtändiger, von der Natur der partifulären Bedingungen unabhän- 
giger Beweis dieſes wichtigen Theoremes ift uns bis jetzt nicht ge- 
lungen — allein der folgenve, freilich nur bei einer befondern Klaſſe 
von Bedingungen anwendbare Beweis, feheint doch von einiger Be— 
beytung zu fein: . 

Es ſei: 
L=0 

eine partielle. Differentialgleihung der nten Ordnung, und wir 
wollen auch aunehmen, daß ter Werth von 2 und ber feiner Diffe- 
ventialqustienten jeber Orbnung bis zu der (n — 1) ten incl, gege- 
ben find, welche einem gegebenen Wertheſyſteme von z und y ent- 
Iprechen; fo ift der allgemeine Werth von 2 al8 Function von 
z und y vollftändig beftimmt. — Denn das gegebene Werthe- 
ſyſtem von x, y werde durch die Gleichung : 


fœG, )*0 (a) 
beſtimmt, und die partikulären Bedingungen ſeien: 
4 da-iʒ 
z=Ä, * = X, &e,, dar-i = XL, (b) 


Da aber diefe Gleichungen für alle Werthe von z, y ftattfinpen, 
welche ber Gleichung (a) genügen; fo ift Har, daß aus ber Gleichung 
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z=X bie Sleichungen: 
dz , d<dy_dX 


de ' dydz x’ 
Es, 2 d’z _ dy? —— dz__d?X 
dx? dz dady ' dx? dy? ' da? dy da?’ 
&c. 


dy d’y 
dx’ da?’ 
— Denn biefe Differentiationen bis zur nten Ordnung incl. fortgefeßt 
werben, fo erhält man mit z= X. offenbar n +1 Relationen zwi- 
jhen den in L=0 vorkommenden Größen — und ebenfo folgen aus 
ben Gleichungen : 

dz d’z dr!2 


FF 77 Bl u up 7 











folgen, wo die Werthe von ... aus (a) abgeleitet werben. 


— Ani 


reip. n, n— 1, ... 2 Gleichungen, fo daß man mit L=0 im Gan- 
zen zwiſchen dieſen Größen offenbar: 


R+NKM+9 
1.2 


Gleichungen hat, wodurch auch die Anzahl diefer Größen ausgebrüdt 
wird. — Wenn aljo ver Werth von 2, jo wie der eines Differential- 
quotienten vefjelben jeder Ordnung bis zu der (n — 1) ten Ordnung 
incl. für das durch die Gleichung: 


fs, ) * 0, 


beſtimmte Wertheſyſtem von x und y gegeben find; fo find bie 
demfelben Wertheſyſteme entjprechenden Werthe aller Differential: 
quotienten bis zur n ten Ordnung incl. auch gegeben. — 

Da ferner die Gleichung: 


L=0 


für alle Werthe von x und y ftattfinden foll, fo bat man offenbar 
auch die Gleichungen: 


dL’. dL_ 
70, Frühe 


26 
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Die Einführung der Differentialquotienten der (n + 1) ten Ordnung 
gibt aljo zwei neue aus Z=0 abgeleitete Gleichungen — und da 
jede ber n Öleihungen (b) noch einmal mehr bifferentiirt werben 
kann; jo iſt Har, daß man daraus n neue Gleichungen erhält, To 
daß man im Ganzen n +2 neue Gleichungen befommt — und fo 
groß ift genau auch die Anzahl ver neu eingeführten Größen, nämlich 
der n +2 Differentialquotienten der (n + 1) ten Ordnung, welche 
alfo vollftändig bejtimmt find. — Diefelben Schlüffe laffen fich 
offenbar auf die Differentialquotienten aller Ordnungen auspehnen, 
und wir ziehen aus dem Gefagten endlich die allgemeine olgerung : 

„Wenn z eine Function von x, yilt, weldhe der par- 
tiellen Differentialgleihbung nter Ordnung: 


L=0 


genügt, und bie einem gegebenen Wertheſyſteme von z, 
y entjprechenden Werthe von z und eines feiner Diffe- 
rentialquotienten biß zur (n — ſ) ten Ordnung incl, gege— 
ben find; fo find die demfelben Werthefpfteme von x, y 
entfprehenpden Werthe aller Differentialquotienten aller 
Ordnungen auch gegeben.” — 

Die Function 2 ift demnah vollfommen beftimmt, woraus 
folgt, daß die n Bedingungen (b) zur Beltimmung der in dem all- 
gemeinen Integrale ver Gleichung: 


L=V0). 


vorfommenven arbiträren Größen nothwendig und zureichenn find — 
und da diefe Bedingungen unabhängig von einander find; fo jcheint 
der Schluß natürlich und gerechtfertigt zu fein: daß die Befiimmt- 
beit der Aufgabe blos von der Anzahl dieſer Bebingungsglei= 
chungen abhängt. — Gleichwohl bleibt eine allgemeinere Unterfu- 
hung der in Rede ftehenven Frage immer noch zu wünfchen übrig. — 
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Zuſatz zu Nr. 21 26. 


Wenn auch die Unterſuchungen über Marima und Minima 
von Ausdrücken mit beſtimmten Integralen unſtreitig wichtiger 
ſind, als die von Ausdrücken, wie: 





dı d” 
=f(z,y), U=fr,y2..) U=flz,y, = ver. a) 


dy d? dꝛ 
ul ee), &e 


fo hat ver Verf. legtere in Nr. 24—26 doch wohl etwas zu kurz 
und ungenügend behandelt, fo daß es wenigftens für ven erften An- 
fänger nicht nutzlos fein wird, wenn wir bier auf dieſen ©egenftand 
nochmals zurückkommen. — Der Kürze und Deutlichfeit wegen wollen 
wir vie bier vorkommenden verfchiedenen Fälle an Beifpielen er- 
läutern, woraus fich der Anfänger alsdann leicht“ die allgemeine 
Regel abjtrahiren wird. — 

Beifpiel 1. — Man foll diejenige Form von y als Function 
von x finden, für welche ver Ausprud: 


U=ya-)=ıy—y 


größer, oter Fleiner wird, als bei jever audern Form und den— 
felben Werthen von z. — 
Aufl. Man hat: 
ÖU = zdy — ?ydy—=(r— ?y)dy, 
alfo wegen JU=U hier: 
ı—- y=0, y% 


und da U—=— ?(dy)? negativ iſt; fo ft U = Fr? ein Ma— 
rimum, d. 5. bei denſelben Werthen von x größer, als bei je— 
der andern Form von y. — 
Beifpiel 2. — Man foll die Form von y, fowie ven Buch 
von x finden, bei welchen ver Ausprud: 
U=y(r-Y)+rla -Dd=2ry y’+tar-r 
ein Marimum, over Minimum wird. — 
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Aufl — Dan hat bier: | 
DU=(—2ydy+ [« — m + y+a— 2x |az, 
fo daß die Bebingung DU=O in bie beiden Gleichungen: 
4-0, Dm@-WUryta-2=0 © 


zerfällt. — Aus Cl) folgt: y=yx, und für diefen Werth von y re- 
bucirt ſich (2) auf: yvtra-#=jrto- ua 0, 
woraus z= }a folgt. — 
2 

Für dieſe Werthe von y und x wird U =, und- da bie 
zweite Zotalvariation: 

D?’U = — 2öy? — J dr? 
offenbar negativ ift; jo ift biefer Werth von U ein Marimum. 

Man hätte auch die Marimums- oder Minimumsform 
von y und den Marimums- oder Minimumswerth von x ein- 


zeln fuchen lönnen; denn fegt man den für y gefundenen Ausprud 
=4r in den von TU, ſo wird 


U=ur— 42°; 
folglich: 
Fi et Eh) ale z=}a, &c. 
Deifpiel 3. — Man fol für y eime folche Function von x 
fuchen, daß die durch die Gleichung: 
f(U,y,x) = U?- 6U!y-+12Uy?— 8yE— 27 y?-+5dry-+2722=0, (1) 
beftimmte Größe U ein Marimum, oder Minimum wird. — 
Aufl. Dean hat bier: 
df , df Iy- _ 2U?— 8Uy-+8y? + 18y— 18x 
\dy 'AaU U? — 4Uy-+4y? 
und bie Gleichung: 


öy, (2) 


dU=0 
ift mithin; 
U? — 4Uy+4y? 99 — Ir =0,. (3) 
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Durch Elimination von U zwifchen (1) und (3) erhält man: 
U=d3re—y, (4) 
und durch Subftitution dieſes Werthes von U in (1) und (3) er- 


gibt fich: 
(æ — y) y—i)=0, (5) 


(7- ) 44- - ) 30, (6) 
jo daß man zur Beſtimmung von y die beiden Gleichungen hat: 
z—y=0 wer y=r und r—y-1i=0 ver year. 
gür y=r— 1 win Ver +1 und 20 — 36y?; folg- 
ih U en Marimum — Ä 
dur y=zmwird U=2r, und nad (2) wird 00 $ödy, und 
wenn der Ausprud: 
öU__ 2U?— 8Uy + Ay? + 18y — 18x 


ey Ur - AUy-+-4y 

| auf die befannte Weife behandelt, fo findet man: 
| 
| dU dU 

sU_ er — a 8U + 16y + 18 

ey 

18 „ 
=, =0 fr y-ı mw U=3e. 
Daffelbe Refultat ergibt fih, wenn man vie Gleichung: 
—4Uy—dy=0 


anwendet — und fol aus ähnlichen Gründen, wie in ver Differen- 
tialrechnung, bier nicht weiter beachtet und unterfucht werden — was 
auch der Verfaſſer immer gethan hat. 

Wenn U als Function von z nit vom erften Grabe wäre, 
fo könnte man auch noch den Werth von x fuchen, für welchen U 
ein Mar. oder Min. wird. — 

Beiſpiel 4. — Man fol für y und z foldhe Yunctionen von 
x fuchen, daß: 

U=ıylr —y— 2) (1) 

ein Max., oder Min. wird. — 
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Aufl. Dan findet teichin 


8$U=(7 —2y— DJrröy + (r — y— 22) zydz, (2) 
fo daß man bat: 

z -y-: =! und —y—ı=(, (3) 

ober: 
—-y-:2=0 wy=0(, (4) 

oder: 
— y-t=0 m z=0(, 0) 

oder: 
z—=0 und y=(. (6) 


Aus (3) folgt: 
yzyjr md 3=%r, al: U=- Ai, 
und ba bie zweite Variation: 
HU= -- 2rzdy! + 2x2 (r — 2y — 22) dydz — 2rydr? 
auf die Form: 
U—=— r?[töy + 462)? + 492°] 
gebracht werben kann; fo erhellet, daß U= ,„r' ein Marimum 
ift. -— 
Nach Hit y=-Omd z—=r, alfo U= 0, und da fi die 
zweite Variation auf: 
6?U = — 22?(dy? + dydz) 
rebucirt; fo findet in dieſem Falle weder ein Mar., noh ein Min. 
ftatt, weil dy, öz beliebige Werthe und Zeichen haben Tönnen, 
jo vaß man nicht behaupten Tann: daß d?u ſtets negativ, ober 
pofitiv bleibt. — 
Ebenſo ergibt fich, daß die Gleichungen (5) und (6) weber ein 
Marimum, noch ein Minimum geben. — | 
Beifpiel 5. — Man foll für y und z folhe Functionen von 
x juchen, daß die durch die Gleichung: 


fiD,7,y, 2) = U? — 3Uyz + 3ry?+ 2° = 0 (1) 


beftimmte Größe U ein Marimum, oder Minimum wird. — 
Aufl. In diefem Falle hat man: 


- (FUN. (HUN 
= (7:0) 0) 
alfo: 


m 
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Uz — 2ry 
U? — yz 


ay + WE 
y 


U= 
und folglich: 


ö2, 


U —2ıy=0, wW—?=(, 
woraus folgt: 
Us U? 
„ap 177 


Setzt man diefe Werthe in Cl), fo erhält man: 
8 
(62 —- U=0, alſo U=0, U=2Y2.2, y=4a, s=2yA.z 


8 
wo nur die reellen Werthe von y2 und ya in Betracht gezogen 
werben follen, weil das Imaginäre vom Verf. ganz unberüdfich- 
tigt gelaffen ift. — 
Für die drei legten Werthe von U, y und 2 wird: 


U [(öy — y 282)? + Y 22)?], 





2y4. x 


jo daß ein Marimum, oder Minimum ftatfinbet, jenachdem x 
negativ, oder pofitiv Nu — 

Fir U=0 iſt y=0, z=0 und 00 göy 49 o2, und wenn 
man die unbeftimmten Formen näher unterfucht; fo ergibt fich: 
daß weder ein Marimum, noch ein Minimum ftattfindet. — 

Beifpiel 6. — Man foll für y und 2 folhe Functionen bon 
x fuchen, daß: 


U=y, (1) 
ein Max., oder Min. und zugleich der Bedingung: 
39 4 ds =r? (2) 


genügt wird. — 
Aufl. Sekt man für 2 feinen aus (2) genommenen Werth in 
(1), jo erhält man: 


folglich: 
du = +2? — 6y)öy, alfo: x? - 6y=0, -Z, 2, 


u=4(5) und U — Jöys, 
fo daß mithin ein Marimum ftattfindet. — 


U=+y(a? — 3y), 
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Wenn bie Elimination von 2 oder y zwifchen (1) und (2) Schwie- 
rigfeiten barbietet, jo Tann man (1) und (2) erft variiren und dz 


ober öy eliminiven. — 
Hiernad hat man: 
öU = 20y + yoa, 
3öy + 4ö2 = 0, 
und wenn man dz eliminirt: 


42 — 3 
— 





dU= 
mithin: 
4 — y=0, s=4y; 
folglich nach (1) und (2): 


— „X verlıiie 
y=.,?77> u=4(5). 
Nah (3) hat man ferner: 

U = 2dydz = — Yıy?, 


(3) 
(4) 


(5) 


wenn man für dz feinen Werth aus (4) ſubſtituirt. — Folglich x. 


Wir wollen nun den Fall betrachten, wo: 
d" ' " (n 
U=f 2,4... . —* =f(2,y,y,y „++ Y )) 
ift; jo haben wir: 
dU dU du du 
220 BU sn Mu ” II Sn) 
dU * ya ray dy etz , 
oder in der Bezeichnung des Verfaſſers (©. 15): 








duU=XNöy-+ PS. N + ps. rt .+ P6. 


d’ 2 dr öy 








dd 
= Nöy+P, —+P: et ‚tP, a 


Die — öU—=0 gibt hier folglich: 


„ () — 
at a =, 
oder: 
ae 


= 








Nöy + Pı +2,28 dr? 


(1) 


'@& 


(3) 


(4) 
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Aus dem S. 38 angegebenen Grunde zerfällt aber bie Gleichung 
(3) in die einzelnen Gleichungen: 


dU_, dU_, au du ._ | 
dy =(, dy =(, AT eye = (5) 


oder die Gleichung (4) in die einzelnen &leichungen: 

N=0, PR=0(0, R=(,...PA=0, (6) 
weil nämlich fonft durch (3) over (A) eine Relation zwifchen 3, 3 , 
und dy ausgebrüdt würde, was unzuläffig iſt. — Auch find die Wer- 
the von dy, Ey, . für irgend welchen Werth von z ganz un- 


abhängig von einander, fo daß feine Gleichung zwijchen denſelben 
ftattfinden kann; alfo auch aus dieſem Grunde die Gleichungen (3) 
und (4) reſp. in die Gleichungen (5) und (6) zerfallen müſſen. — 

DBeifpiel 1. — Man foll für y eine foldhe Function von x 
juchen, daß der Ausdruck: 


U=y’+biy+ey+bary +2°’y° (i) 


ein Mar., oder Min. wird. — 
Aufl. Hier hat man: 


IU=(ly+br+9ddy-+lb+YDEröY, (2) 
und wegen ÖU— U mithin die beiven Gleichungen: 
(3) 2y+bz+c=0, (4) b42 * 0, 


welche zugleich ſtattfinden müſſen. — Aus (4) folgt durch Inte⸗ 
gration: 
2y+br+C0=0, (5) 


woraus erhellet, daß C= c fein muß, wenn auch (3) erfüllt werben 
jol. — Dan hat folglich 8 als Auflöſung. — 

derner iſt: 

| "U= 2(dy? + x?öy'?), 


und mithin findet für den burch (3) gegebenen Werth von y ein 
Minimum ftatt. — 
Müßte nach den Bepingungen ber Aufgabe 34 =0 jein, jo hätte 
26* 
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Aus (3) felbft folgt: 


a+t —* 16y? fo: dr 4y 
ay 


ay _ '= Di — u — —— 
de 77 ’ Tr dy T at Ya -1642 


und wenn man ya?— 164? = z fekt: 


ö __ 4 — adz . 
dx d=—z(1 —,)&= dat; 


folglich: 








= — 427 +7 log(a 42) 4 0, 
und endlich, wenn für 2 fein Werth reſtituirt wird: 


= —4yar_iop? +7 log (a-+ yar-Io) + C. 
Da fihb in diefem Falle die zweite Variation auf 
FU=2( + yYNIy? reducirt, jo findet ein Minimum ſtatt. — 
Beiſpiel 4. — Man foll für y eine ſolche Funcion von x 
finden, daß ver Ausdruck: 
Deyt4yt WB Dytt—Ddy+t? (N 
en Mar., oder Min. wird — 
Aufl. 1. Man findet leicht: 
IU=y"dy" Hay —y+Iz— Sy + —6r +2 y— Y)dy, (2) 
und bat folglich die drei Gleichungen: 
(3) y'=0, (4) 25 —y+3r-5=0, 5) 1—-6r+2y--y =0. 
Aus (3) folgt: 
y=A y=Ar+B, (6) 
und wenn man biefe Werthe (6) in (4) und (5) ſubſtituirt; fo er- 
hält man die beiden Gleichungen: 
(7) 2A— B-5—r(A—3)=0, 27(4—-3)1+2B—A=0(, (8) 
welche offenbar für A=3 und B=1 identiſch erfüllt werben. — 
Tür diefe Werthe von A und B wird nach (6): 


y=3r+1, 
und bie zweite Variation wird: 
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d?U = 2dy"? + (dy — d?+dy?’ tr, 
fo daß folglich ein Minimum ftattfindet, — 

Aufl. 2. Oder man eliminive y’ zwifchen (4) und (5), fo er- 
halt man fofort y=3r-+1, alfo Y=3,y"=0, und wenn man 
dieſe Werthe in (3), (4), (9) ſetzt; jo findet man, daß dieſe Glei— 
chungen identiſch werden; folglich ft y=3r + 1 die geſuchte 
Function. — 

Wenn nad) den Bedingungen ber Aufgabe dy=O fein müßte, 
fo hätte man nur bie Gleichungen (3) und (4), aljo wieder 
y=3r-+1 und: 

6? U = 2(dy"? + dy'?), 
fo daß wieder ein Min. jtattfände. — 

Müßte dy’—= U fein, fo hätte man nur die zwei Öleichungen (3) 
und (5), alfo wieder y=3r+ 1, und wegen 6’U= 2(dy”’?-+-öy?) 
fände wieder ein Min. ſtatt. — 


Müßte dy” = 0 fein, fo hatte man nur die beiden Gleichungen 
(4) und (5), alfo wieder y=3r— 1, und da: 


U = (dy’ — öy)? + dy? + öy” 


wird; fo fände wieder ein Min. ſtatt. — 
Wenn zugleih dy=0 und dy==0 fein müßte, fo hätte man 
blos die eine Gleichung (3), aljo wieder: 


y=4Ax-+B, 


und wegen d9?U = 2öy”? fände wieder ein Min. ftatt. — 
Müpte zugleich dy=0 und ey’ —=O fein, fo hätte man nur 
die eine Gleichung (4), für welche e-4r der integrivente Factor und: 


y=3r +1+ (ek 


das Integral iſt. — Da ferner 6’U= 2dy? wird, ſo findet wieder 
ein Minimum ſtatt. — 

Müßte zugleich dy—= 0 und dy’—=O fein, fo hätte man nur 
bie eine Gleichung (5), für welche e2* der integrirende Factor und: 


y=3r+1+(0e 
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Aus (3) felbft folgt: 


de "I yo’ dy atya-io 


und wenn man ya?— 16? = z jekt: 


d=—4— d=—;(1 -,)@= -tda+ 22 adz ; 


folglich: 








=—js+7log@+9)+ 6, 
und endlich, wenn für 2 fein Werth veftituirt wird: 


— — yo iog? +7 log (a + yaIoye) + C. 

Da fihb in diefem Falle die zweite Variation auf 
FUT=2( + yNIy? reducirt, fo findet ein Minimum ftatt. — 

Beifpiel 4. — Man fol für y eine folche Function von x 
finden, daß ber Ausdruck: 

u=y?+y?—- wy+Bße-Hyt+lt—bnyty? (D 
ein Mar., over Min. wird — 

Aufl 1. Man findet leicht: 
sU=2y'dy' + 2Ay —y+I3r—HNöy + ll—62+2y— y)dy, (2) 
und hat folglich die drei Gleichungen: 
3) y"=0, (4) W—y+3r-5=0, 5) 1—-6x-+2y--y = 0. 

Aus (3) folgt: 

y=4A y=Ar+B, (6) 

und wenn man diefe Werthe (6) in (4) und (5) fubftitwirt; fo er- 
hält man bie beiden &leichungen: 
(7) 2A— B—-5—2(A—3)=0, 227(4—3)1+2B—A=(, (8) 
welche offenbar für A=3 und B=1 identifch erfüllt werben. — 
Für diefe Werthe von A und B wird nach (6): 


y= 3r+1, 
und bie zweite Variation wird: 
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U=2öy"? + (dy — + yo, 
jo daß folglih ein Minimum ftattfindet. — 

Aufl. 2. Oper man eliminive y’ zwifchen (4) und (5), fo er- 
bält man fofort y=3r-H1, alſo Y=3,y"=0, und wenn man 
biefe Werthe in (3), (4), (5) ſetzt; jo findet man, daß dieſe Glei— 
chungen identiſch werden; folglich iſt y= 3741 vie geſuchte 
Function. — 

Wenn nach den Beringungen ber Aufgabe dy= 0 fein müßte, 
fo hätte man nur bie Gleichungen (3) und (4), alſo wieder 
y= 3z-+1 und: 


$?U = 2%(dy"? + dy’?), 
jo daß wieder ein Min. ſtattfände. — 

Müpte dy’—= 0 fein, fo hätte man nur die zwei Öleichungen (3) 
und (5), alfo wiever y=3xr-F I, und wegen 6’ U = 2(dy"?-+öy?) 
fände wieder ein Min. ftatt. — 

Müßte dy” = 0 fein, fo hatte man nur die beiden Gleichungen 
(4) und (5), alfo wieder y=3r—+ 1, und da: 

®U=(öy' — öy)? + 0y? + dy? 
wird; fo fände wieder ein Min. ſtatt. — 

Wenn zugleih dy=0O und dy==O fein müßte, fo hätte man 
blos die eine Gleichung (3), alfo wieder: 

y=4x+B, 
und wegen 420 2öy”? fände wieder ein Min. ftatt. — 

Müßte zugleih dy—= 0 und ey" —=0 fein, fo hätte man nur 

bie eine Gleichung (4), für welche e-3= ber integrirente Factor und: 


y=3r +1+ Ce. 


das Integral ift. — Da ferner 020 2dy" wird, ſo findet wieder 
ein Minimum ſtatt. — 

Müßte zugleich öy—= 0 und dy’—=0 fein, fo hätte man nur 
bie eine Gleichung (5), für welche e-2* der integrivende Factor und: 


y=3re+1+0e& 
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das Integral if. — Wegen d?U = 2dy? findet wieder en Mini- 
mum ſtatt. — 
Denn: 


_ dy dry, di .. 2) 
ÜU=f Ye ar? er dx” 7 22 2’ .. der 


= fu yY,..ymM;z,2,... 2m) 
ift, und für y und 2 folche Functionen von x gejucht werten, daß U 
ein Mar., oder Min. wird; " hat man: 


dU= 











7] (n) 
= +... r Fr (n) 2 y 


+ Ur +5 02 +..+ Fr AU gem, (D 


Die Gleihung 40 S O zerfällt alfo in die beiven Syfteme von 
einzelnen &fleichungen : 


dU dU du’ 


dy =(, Ay oo. md 

(2) 
aU_, U— au _ 
de TI’ de 


welche gleichzeitig erfüllt werden müffen — und zugleich muß 
O?U ſtets negativ, oder pofitiv bleiben, wenn ein Marimum, 
oder ein Minimum ftattfinden fol. — Da man in biefem Falle 
noch mehr Gleichungen zu genügen hat, fo wird noch jeltener ein 
Mar., oder Min. ftattfinden, wie in vem Falle einer primitiven 
oder unabhängigen Function y— und da bie Behandlung ber 
Öleihungen (2) der frühern ganz analog ift; fo fügen wir hier feine 
jpeciellen Beifpiele weiter bei — und übergehen auch bie nähere Be— 
trachtung der übrigen Fälle, welche bei Functionen ohne Integrale 
noch vorkommen fönnen, weil fie fein beſonders großes Intereſſe dar- 
bieten, 
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Zufäge zu Kapitel 4, 


Es wird für den erften Anfänger nicht unzweckmäßig fein, 
wenn wir bier mehrere der in Kapitel 4 behandelten Aufgaben auch 
noch nah andern Methoden zu löſen ſuchen. — 

Aufgabe 1. 

Die fürzefte Linie zu finden: 1) zwifchen zwei gegebenen Punk⸗ 
ten — und 2) zwijchen zwei gegebenen Linien. — 

Aufl. 1) Es feien (zo, Y0), (2, yı) die beiden gegebenen 
Punkte, jo ift daS zu einem Minimum zu machenbe Integral: 


u , "a; dw 


du= |, “ dds, (2) 


und wegen de? = dr? + dy? ift: 
dsd.de=dxd.dze + dyd.dy, 


folglich: 


alſo: 
0. . - I 3.0y 
-E a. dr. +2 a. öy. 


Sekt man biefen Werth von d.ds in (2) und integrirt theil- 
weife, fo ergibt fich: 


"1a d.ör + + 


329 Lay” | 1a.5 dr + d. zul. 


Wegen du=0 hat man alfo die Gleichungen: 


—*F 


— = 0. +) dy=0, 0) 
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und: 
dx dy . _n 
4.2, 9er. w=0; 
folglich: 
ı.=0 und 4.20, (3') 
aljo: 
En a und = b, (3”) 
z=as+ a und y=bs+b, 
und endlich: 


ud ud, (4) 
d. h. die ©leichung einer Geraden. — 
Man kann auch die Bemerkung benugen: daß bie Gleichungen 
(3°) jede für ſich diefelbe Function y= f(x) geben müflen — jo 
daß diefe beiden Gleichungen nicht independent von einander find; 
fondern die eine eine Folge aus der andern ift, was ſich in ver 
That auch leicht zeigen läßt, — Dem aus der Relation: 


+ = 


folgt: 
dt dy | — 
ds d. re ds ® j Fr = 
und hieraus: 
.@__9,% 
da de ds 


Man braucht alfo nur eine der Gleichungen (3’) zu betrachten. 
Nimmt man z. B. die erite, fo hat man: 


dr 
Fr’ dy® 
vetee 
mithin auch: 
dy _ 
dr und y=atc-+b. 


= g = coust, 


Da die Enppunfte gegeben find, fo iſt ôaO, do —=0; 
do, —=0, dy, —=0; folglich geſchieht den Grenzgleichungen (3) Ge: 
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nüge, und ba die Gleichung (4) fr ren, yaey mama, 
y=y, füllt werben muß; jo ijt die Gleichung der gefuchten Ge⸗ 
vaden endlich: 


I — Io — 7% Yo 


u Yyı —%o 


2) Wenn Ha, D=0, fı & MO die Öleichungen der Grenz- 
eurven find, fo bleibt vie Gleichung (4) in dieſem Falle Diefelbe, 
wie im erften Falle, und zugleich. hat man die Öleichungen: 


(an+e)m=o | 


afı af | 
in Hlii)an-o 
Wegen (3) und (3) folgt aus diefen legten Gleichungen: 
dfo Ah) _ | 
(u). J 
(6) 


afı afı 
dæi )— a(. dy, 
und außerdem hat man.fola’,db)—=0, fı(a',b)=0, wodurch aljo 


die Conſtanten bejtimmt werben. — 


Wenn die beiden Grenzeurven nicht in derfelben Ebene lie- 
gen, ſondern eine beliebige Lage im Raume haben, und ihre Glei⸗ 
chungen find: 


y=fla), yeh@d . 
folk), = fl); 
io hat man wegen ds’ = dx? + dy? +.d:*: 
ded.ds=drö.de + dyd.dy-+ dz d.dz 


(N 


und: 


.d= a. 62 + © Y a.dy +2 a. dz 


jegt: 
27 
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= | 1 [nie  d.ör + a + a. 


= 2 +9 Ey [" 


A(, de day % |; 8 
| ja. Grta Hay +a.g ; (8) 
mithin: 
(+), +) 
(9 
y 
| er) tl) 
und: 
de _ dy ds 
0a, = da, =0 (10) 
folglich ; 
de __ dy dz _ ⸗ 
a Bar cur eh um 
z=a+ad, y=bs+b, z=cs+e, 
alſo: | 
za „yb_2Te (11) 





a b c 


d. h. wieder die Gleichungen einer Geraden. — Die Conftanten 
werben wieder wie vorhin beftimmt — und aus (3) over (9) erhel- 
let: daß biefe Gerade die Grenzlinien unter rechten Winkeln trifft. — 

Oder man bemerkt: daß fich die drei Gleichungen (10) auf 
zwei verfchiedene rebuciren, weil biefe bie britte zur Folge 
haben. — Denn aus ver Relation: 


ORORE J 


da ‚IE dy , da S 

Butt + Fr =) 
und wenn z. B. bie beiden legten ber Gleichungen (10) ftattfinden; 
jo findet auch die erſte ftatt. — Aus ven beiven letten folgt: " 


folgt: 











I —_ const., a const 
alfo auch: 

dy _, dz 

de b, a °® 
und endlich: 


-y=br+b, z=coxr-+c. 


Aufgabe 2. 


Zwifchen zwei gegebenen Bunften (ro, yo), (7,91) eine Curve zu 
befchreiben, welche, wenn fie fih um die Are ver x brehet, bie 
Eleinjte Oberfläche bejchreibt. — 

Aufl. Hier ift befanntlicp: 


u= 2 |" yds; ' 
folglich: 
—2 lady + ul 4a 2) 
=2u}y° vet — 
1 dy dr 
+22 |. I(4 — d.y2)8y—d.y da | . 
Man hat alfo vie Gleichungen: 
dr dy\ . l_ 

|), 004), |=0 


(l) 
Yı (Z) dr, + (3) dm I=0 
und: 
de - d.y=0, (2) 
de =c (3) 


dx 
4.9, = 0, alſo Yas 


| Wegen y I =y 3. = bat man folglich aus (2): 
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man nur bie eine Gleichung (4) und deren Imtegral (5) als Auflö- 
jung, welches wegen ber arbiträren Conftante C allgemeiner 
iſt als (3). — 

Wegen U —2r2öy'? findet offenbar wieder ein Min. ftatt.— 

Wenn dagegen ven Bedingungen der Aufgabe gemäß dy’ — 0 
jein müßte, fo hätte man nur bie Gleichung (3), welche fofort vie 
Auflöfung gibt — und da $?U=2öy? iſt; fo findet wieder ein Mi— 
nimum ftatt. — 

Beif piel 2. — Man fucht für y eine folche Function von z, 
daß: 

Urt ty? Hat y?—Ar)y J— —0 

ein Max., oder Min. wird. — 

Aufl. — Man findet hier: 


SU= (dry - 2yy) dyu (2 + rt —y? — Ir)dy), (2) 
und hat folglich die beiden Bedingungsgleichungen: 
3) day 2yy=o0, y + — y”?—de=(. (4) 


Der Werth y= 0, welcher der Gleichung (3) genügt, gibt feine 
Junction von x und genügt auch (4) nicht, fo daß man bie Gleichung: 


dx -2y =0, vr 2r— y=0 (5) 
mit (4) verbinden muß. — Aus (5) folgt: 


v-l=-2, aloe: y=a?+C. (6) 
| Setzt man diefe Werthe für y und y’ in (4), fo erhält man: 
dr + xt — x! +20? +0? —de=0, (7) 


fo daß offenbar C=O fein muß, wenn (7) identifch ftattfinden ſoll. 
— Nach (6) ift alfo y= x? die gefuchte Function. — Aber da: 
I? U = — aröydy’ + 2dy'? 

wegen der gegenfeitigen Inpependenz und Willkür ver Werthe 
von dy und oͤy Fein unveränderliches Vorzeichen zugejchrieben 
werben kann; fo findet wever ein Max., noch ein Min. ſtatt. — 

Wenn alfo auch ven Bebingungsgleichungen durch eine Function 
y von x genügt werben Fan, indem man ben durch Integration ein- 





[I 
33 
vw. 


1 


Wr 
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geführten arbiträren Conftanten entſprechende Werthe beilegt; jo 
folgt daraus doch noch keineswegs, daß ein Mar., over Min. ftatt- 
finden muß, ſondern es müſſen auch die weitern Bedingungen bin- 
fichtlich ber zweiten Variation 5? U erfüllt werden — ganz ähnlich 
wie in der Differentialrechnung — 

Beiſpiel 3. — Man foll für y eine ſolche Function von x 
finden, daß der Ausprud: 


U=yi+yd)- ale + yy) (1) 
ein Mar., oder Min. wird. — | 
Aufl. Man bat hier: 
U = (2ylı +y9) — ay)dy+ 2y’y— aydöy, (2) 
mithin die beiden Gleichungen: 
3) Ht+y9—ay=t0, 2y?y —ay=0.' (9 


Der Gfleihung (4) und auch (3) wird durch y= 0 genügt; al- 
lein dies gibt weder. für y eine Function von F, noch ein Mar., 
oder Min., weil fich die zweite Variation auf: 


$?U= + 2dy — 2adydy 


rebucirt, welcher Ausprud wegen ver Independenz und Willfür ver 
Werthe von dy und dy' nicht ſtets daffelbe Zeichen behalten muß: 
Nach Weglaffung des Factors y wird die Öleichung (4) offenbar; 


2y—a=t; (5) 


allein die Gleichungen (3) und (5) können nicht gleichzeitig ftatt- 
finden; denn jegt man 3. B. den aus (5) gezogenen Werth von y 
in (3), jo erhält man a=(. 

Müßte aber nach den Bedingungen der Aufgabe dy—=O fein, 
jo hätte man nur die eine Gleichung (4) oder vielmehr (5), woraus 
durch Integration folgt: 

y„=uar+(C, 


und ba 6? U = 2y?öy’” wird; fo findet ein Minimum ftatt. — 

Wenn nach den Bedingungen ver Aufgabe dy’—=0 fein müßte, 
jo hätte man blos die eine ©leihung (3), welcher, wie ſchon be- 
merkt, buch y==0 genügt wird, und da d?U= 29?y wird; fo findet 
ein Min, ſtatt. — 
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Aus (3) ſelbſt folgt: 


dy _ ,, _ at ya I6y! (fo: dx dy 
de 77 dy ’  dy at ya - 169? 


und wenn man ya— 169? —=z fekt: 


a adz 


a) tet + 2 


de=— 4 — — da =-;(1 — 


244 
folglich: 








= — 42 +7 log(a +2)+6, 
und endlich, wenn für 2 fein Werth veftituirt wird: 


x = —tyo?—16y? +7 log (a-+ Ya?—16y?) + C. 
Da fih in biefem Falle die zweite Variation auf 
FU=2( + yY)dy? reducirt, fo findet ein Minimum ftatt. — 
Deifpiel 4. — Man foll für y eine folhe Function von x 
finden, daß ver Ausprud: 
u=y"’ +" wW+Oßr-Hyt+l—bdyty? (MD 
ein Mar., oder Min. wird — 
Aufl. 1. Dan findet leicht: 
IU=2y’dy + Ay —yt3c— 5) dy + —6r+2y— y)dy, (2) 
und hat folglich die drei Gleichungen: 
3) y"=0, (4) Y—y+3r-5=0, 6) 1—62-+2y4--y' = 0. 
Aus (3) folgt: 
y=A y=Ar-+B, (6) 
und wenn man dieſe Werthe (6) in (4) und (5) fubftitwirt; fo er- 
hält man die beiden Gleichungen: 
(N) 2A— B-5—r(A—I)=0, 27(4—-3)-142B—A=0, (8) 
welche offenbar für A=3 und B=1 identifch erfüllt werben. — 
Tür dieſe Werthe von A und B wird nach (6): 


y=3r-+1, 
und bie zweite Variation wird: 
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?U = 2dy"t + — Iy)? + dy? + O2, 
jo daß folglich en Minimum ftattfindet. — 

Aufl. 2. Oder man eliminire y’ zwifchen (4) und (5), fo er- 
hält man ſofort /— 32 1, alfo Y=3,y"=0, und wenn man 
biefe Werthe in (3), (4), (5) ſetzt; jo findet man, daß dieſe Glei- 
chungen identisch werden; folglih ft y = 3r + 1 die gefuchte 
Function. — | 

Wenn nach den Beringungen ver Aufgabe dy= 0 fein müßte, 
fo hätte man nur die Gleichungen (3) und (4), alfo wieber 
y= 3e-+1 und: 

6? U = 2(dy"? + dy’?), 
fo daß wieder ein Min. ſtattfände. — 

Müßte dy’— U fein, fo hätte man nur die zwei Gleichungen (3) 
und (5), alfo wieder y=3r-+ 1, und wegen 6’U = 2(dy"?”-Höy?) 
fände wieder ein Min. ſtatt. — 


Müßte dy”’ = 0 fein, fo hatte man nur die beiden Gleichungen 
(4) und (5), alfo wieder y=3r + 1, und ba: 


U = (dy’ — Ey)? + ayt + oy® 


wird; jo fände wieder ein Min. ftatt. — 
Wenn zugleih dy’—=O und dy=—O fein müßte, fo hätte man 
blos die eime &leichung (3), alfo wieder: 


y=4Ax-+B, 


und wegen I?U— 2öy”? fände wieder ein Min. ftatt. — 
Müßte zugleih dy=0 und &y"”—=O fein, fo hätte man nur 
bie eine Gleichung (4), für welche e-3= ber integrivente Factor und: 


y=3r +1+Cek 


das Integral iſt. — Da ferner $?U= 2öy'? wird, fo findet wieder 
ein Minimum ftatt. — 0 

Müßte zugleih öy—= 0 und dy”—=O fein, fo hätte man nur 
bie eine Gleichung (5), für welche e=2" der integrivende Factor und: 


y=3r+14+ (ed 
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das Integral iſt. — Wegen d?U= 2dy? findet wiever ein Mini- 
mum jtatt. — 
Wemn: 


d* dz d” 
ÜU=f ne 


=f(s,yy,...ymM;z,2,... 2m) 


ift, und für y und 2 folche Functionen von x gefucht werben, daß U 
ein Mar., oder Min. wird; fo hat man: 


dU=- —* +27 3 +.. ar Lay 


+ U: +25 02 'L.. +, D 


Die Gleihung IU—=O zerfällt alfo in vie beiten Syſteme von 
einzelnen Gleichungen: 


dU dU au’ 

| 
(2) 

dU_, dU_o.. AU _ 

u ET” 


welche gleichzeitig erfüllt werden müſſen — und zugleich muß 
I? U ſtets negativ, over pofitiv bleiben, wenn cin Marimum, 
oder ein Minimum ftattfinden fol, — Da man in biefem alle 
noch mehr Gleichungen zu genügen hat, fo wird noch feltener ein 
Mar, over Min. ftattfinven, wie in vem alle einer primitiven 
oder unabhängigen Function y— und da bie Behandlung ver 
Sleihungen (2) der frühern ganz analog ift; jo fügen wir bier Teine 
ſpeciellen Beifpiele weiter bei — und übergehen auch vie nähere Be— 
trachtung der übrigen Fälle, welche bei Yunctionen ohne Integrale 
noch vorkommen fönnen, weil fie Lein bejonvers großes Intereſſe bar: 
bieten. 
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Zufäge zu Kapitel 4. 


Es wird für den erften Anfänger nicht unzweckmäßig fein, 
wenn wir hier mehrere der in Kapitel 4 behandelten Aufgaben auch 
noh nad andern Methoden zu löſen fuchen. — 

Aufgabe 1. 

Die fürzefte Linie zu finden: 1) zwifchen zwei gegebenen Punk⸗ 
ten — und 2) zwijchen zwei gegebenen Linien. — 

Aufl. 1) Es feien (20, Yy0), (X, yı) die beiden gegebenen 
Punkte, jo ift das zu einem Minimum zu machende Integral: 


21 
u=| ds; (1) 
79 


um [ "aan, (2) 


und wegen ds? = dx? + dy? ilt: 
dsd.ds = dxd.dz -F dyd.dy, 


folglich: 


alſo: 
3.0 = 8.0 + U 3.0y 


-3 = 4.02. + d. dy. 


Setzt man dieſen Werth von d.ds in (2) und integrirt theil- 
weiſe, fo ergibt fich: 


u=|"|% d.82 + Sa.0y| 
=) + 278 |, ja.5 dr +d. zl. 


Wegen du=0 hat man alfo die Gleichungen; 


Zt Anm e )+l) nme @ 
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und: | 
dæ dy ,—0: 
d. 7 döc+d. Er dy=0; 
folglich: 
| d.=0 und 1.70, (3) 
alſo: 
E=a und = b, (3”) 
z=as-+t a und ybs+b, 
und enblich: 


- 7 a = I d o , (4) 
d. h. bie Gleichung e einer Geraden. — 
Man kann auch die Bemerkung benutzen: daß die Gleichungen 
(3°) jede für ſich dieſelbe Function y= f(x) geben müſſen — fo 
daß dieſe beiden Gleichungen nicht independent von einander find; 
fondern die eine eine Folge aus der andern ift, was fich in ver 
That auch leicht zeigen läßt. — Denn aus der Relation: 


— 


dx Yy,4_o 
ds = FF "ds ” 








folgt: 


und hieraus; 
a“ __9,89 
"ds da ds 
Man braucht alfo nur eine der Gleichungen (3) zu betrachten. 
Nimmt man z. DB. die erfte, fo hat man: 


de _ | — 
“7 
mithin auch: | 


ay _ — 
Frl und y=ar-b. 


Da die Endpunkte gegeben find, fo ift Iu=0, dv 0; 
6, —=0, dy—=0; folglich geſchieht den Grenzgleichungen (3) Ge⸗ 


= g’ = coust,, 
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nüge, und da bie Gleichung (4) fr en, yay wmtı=z,, 
y=y, füllt werben muß; jo iſt die Gleichung der geſuchten Ge- 
raden endlich: 


X — Lo _ 4% 
4,70% — y—y 





2) Bein o@, = 0, fı (u, ) ⸗0 die Öleihungen der Grenz- 
eurven find, fo bleibt die ©leihung (4) in dieſem Falle diejelbe, 
wie im erjten alle, und zugleich. hat man die Gleichungen: 


ME) +(ie)m=0 


(5) 
dfi \5 af: _. 
(Ge) r (3 ) Id. 
Wegen (3) und (3°) folgt aus biefen legten Gleichungen: 
afo\__ fd | 
(5 )-4 duo J 0) (6) 


afı afı 
(a) ) = 
und außerdem bat man.fola,d)=0, fi(a',5)=0, wodurch alſo 


die GConftanten bejtimmt werben. — 


Wenn die beiden Grenzeurven nicht in derfelben Ebene lie- 
gen, ſondern eine beliebige Lage im Raume baben, und ihre Glei- 
chungen find: 


y=ha), ya), 
s—=folr), z=fole); 
jo hat man wegen ds? = dx? + dy? + d:?: 
dsd.de=drd.de + dy d.dy + da d.dz 


(N 


und: 
dua dy ! dz 


jeet: 
27 
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— [genen 


_ de + U ay + de N" 
ds 28 





2 dr dy .dz |; | 
-J, je Fri al kr Ra 5, (5) 
mithin: 
dx 
(Ge), + (G .), —— N 
(9) 
dæ y dr, = 
| ertete), J 
und: 
da _ day _ d2 0. 
==, 4 0, 4. 8 60; (10) 
folglich ; 
de __ dy __ dz — N 
Er 24, *b, ds =—(c, (10) 
z=as+a, y=bs+b, z=cs+e, 
alſo: 
—— — er) 


a b c 


d. h. wieder bie Gleichungen einer Geraden. — Die Conſtanten 
werben wieder wie vorhin beftimmt — und aus (3) oder (9) erhel- 
let: daß biefe Gerade vie Grenzlinien unter vechten Winkeln trifft. — 

Oder man bemerkt: daß fich die drei &leichungen (10) auf 
zwei verfchiedene rvevuciren, weil biefe bie dritte zur Folge 
‚haben. — Denn aus der Relation: 


a 
24 Fr 


und wem 3. B. bie beiden legten ver Gleichungen (10) ftattfinden; 
fo findet auch die erfte ftatt. — Aus ven beiven legten folgt: * 


folgt: 





I _ const., * == const. 
alfo auch: 

day _ dz ⸗ 

dx ? de 


und endlich: 
y=br+b, z=cexr+c. 


Aufgabe 2. 


Zwifchen zwei gegebenen Punkten (ro, Yo), (7,3) eine Curve zu 
befchreiben, welche, wenn fie fih um bie Are der x brehet, bie 
kleinſte Oberfläche bejchreibt. — 

Aufl. Hier ift bekanntlich: 


u_2. | yds; 
folglich: " 
du =22|" \aöy+y(z d. 62 + 2a. Öö v)t 
=2a]y° — F ör-+y- de FAR 
‘7 dy dr 
+22 |. I(d — a). 
Man bat alfo vie Gleichungen: 


|) + an |=0 


(D 
(+ (Z oyı | 0 
und: 
de - d.y 2 =0, (2) 
dx dı 
J— 0, alſo Yin 2 (3) 


Wegen 38 =y— Y. E Hat man folglich aus (2): 
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day _ 
ds — d. = 0, 
aljo: 
a.% 


da — 
— — = —, 
V 


und wenn man integrirt; ſo findet man: 


—6* 


tv 





oder: | 
dy dy — — 
Int V l +(2 € J 
und: 
40 — . 
24 * —— 7 
folglich: 
d za _Tzs 
22=e ee — 6 ey 
und endlich: 
ce /( — —— 
y-b=5(er tee), ey 
d. h. die Gleichung ver Kettenlinie.*) — Sept man „=y,, 
und 2, = — x, jo ift nad (4) offenbar a — 0, mithin: 
e/[ 2 _! 
yb=5(e +0). (5) 


*) Auch bier kann man die Bemerkung benußen: daß die Öleihungen (2) 
und (3) diefelbe Function „= f(z) geben müflen; alſo Die eine eine Folge 
ber andern fein muß. — In ber That hat man bie identif he Öleihung: 


ler 


| dy__dy ds 
d 8 folgt w I, — . 
denn daraus folgt wegen 7x de’ de offenbar 
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Für 20 ift au ® = 0; d. h die Curve durchſchneidet die 


Are der y rechtwinklig - — ? mb zwar nach (3) in einem Abſtande 
= c vom Anfangspunkte, fo daß wegen (5) offenbar 5=0 ii und 
vie Gleichung der Kettenlinie endlich wird: 


c = 7 
yazlerte ). (6) 


Da die Endpunkte (o, Yo); (21, yı) gegeben find, fo it 
de =0, 4y—=0,Ör,=0, Ey —=0; folglih werden die Grenz: 
gleihungen (1) erfüllt — und wenn die Kettenlinie ftatt don zwei ' 


dx da dy dy 
a.(y ds dr z,d-y Hz 0, 
oder: 


dt?  d de | + d d 
tan ayry (a u )80 


welche letzte Gleichung wegen: 








‚de? dy? da ch 4 dy_ 
ds? . ds® = um ni ds +5 ds? : de =) 
eine offenbare Identität iſt; alfo auch («). 
Aus (3) folgt aber: 
day” 
vaey (+4), 
und hieraus: 
cdy 
dt = —— 
alſo: 
— y+ Ye 
r—a=c.log een ) 
4V — 
und: 
e? 7—a 
y- — =c.e ec; 


alfo endlich: 
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Wenn die Elimination von z oder y zwifchen (1) und (2) Schwie- 
rigfeiten barbietet, jo Tann man (1) und (2) erft variiren und dz 
ober öy eliminiren. — 

Hiernach hat man: 





ÖU = 2zdy + ydz, Ä (3) 
3öy + döz = 0, (4) 

und wenn man dz eliminirt: 
di= 4 7 33 öy, (5) 


mitbin: 
42 - y=0, s=4y 


folglich nach (1) und (2): 
2 ‘2 . 
Y = =; u=+(5). 
Nah (3) hat mar ferner: 
U 2ydz= — Zıy?, 
wenn man für dz feinen Werth aus (4) fubitituirt. — Folglich ze. 
Wir wollen nun den Fall betrachten, wo: 


d* ⸗ (n 
u=f(»u%... . —— =f,yY,Y,...y”) 





ift; jo | wir: 
su y" AU 5,10) 
—— ——— Het age y (1) 
oder in ber — des Verfaſſers (S. 15): 





SU=Nöy+ Pd. + Pd. G, q 


dd * dy 
= Nöy+P, —+P P, +. .+P n —*. (2) 


Die Bedingung HU 0 gibt bier folglich: 














dU dU,,, dd, , AU, m__ 
oder; 
j dö d?d . ö 
Ny+PZ+R—e +. + —I=0. (4) 
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Aus dem S. 38 angegebenen Grunde zerfällt aber die Gleichung 
(3) in bie einzelnen ©leichungen: 


dU dU_„ W dU 
dy =(, — dy' =(, Ay" =(,. day 


=(, (5) 
oder die Gleichung (4) in bie einzelnen Gleichungen: 

N=0, A=0, R=(,...RA=(, (6) 
weil nämlich fonft durch (3) oder (4) eine Relation zwifchen 7, 3. 
und dy ausgedrückt würde, was unzuläſſig iſt. — Auch find die Wer- 
the von dy, =, . für irgend welchen Werth von z ganz un- 


abhängig von einander, jo daß feine Gleichung zwiſchen venjelben 
ftattfinden Tan; alfo auch aus dieſem Grunde die Gleichungen (3) 
und (4) refp. in die Gleichungen (5) und (6) zerfallen müffen. — 

Deifpiel 1. — Man fol für y eine folche Function von © 
juchen, daß der Ausdruck: 


U=y?+bay+ey+baiy +a’y? (1) 


ein Mar., oder Min. wird. — 
Aufl. Hier hat man: 


IU=Ay+bz+Oddy ++ 2Y)rröy, (2) 
und wegen SU U mithin die beiden Gleichungen: 
(3) 2y+be+c=0, (4) b425* 0, 


welche zugleich ſtattfinden müſſen. — Aus (4) folgt durch Inte- 
gration: 
2y+br+C0=0, (5) 


woraus erhellet, daß C= c fein muß, wenn auch (3) erfüllt werden 
jol. — Man hat folglich (3) ale Auflöfung. — 

Ferner iſt: 

| ?U=2löy? + r?öy'?), 


und mithin findet für den durch (3) gegebenen Werth von y ein 
Minimum ftatt. — 
Müßte nach den Bedingungen der Aufgabe 4 =( fein, fo hätte 
26* 
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und: 
4. 2 +a.° Fy=0; 
folglich: 
de __ day _ , 
d. 780 und d. Fu (3') 
aljo: 
dır _ dy _ " 
7 *4 und 76, (3”) 


z=as+a und y=bs+b, 
und enblich: N 
— u, (4) 
d. h. die Gleichung einer Geraden. — 
Man kann auch die Bemerkung benugen: daß bie Gleichungen 
(3°) jede für ſich diefelbe Function y= f(x) geben müjjen — fo 
daß dieſe beiden Gleichungen nicht independent von einander find; 
fondern bie eine eine Folge aus der andern ift, was fih in ver 
That auch leicht zeigen läßt. — Dem aus der Relation: 


dx\? dy\? 
a) +) = 








folgt: 
az , de , dy , dy__ 
ds d. ds +2 ds d. ds 0, 
und hieraus: 
dt dy , dy 
d ds de q 8 


Man braucht alfo nur eine der Gleichungen (37) zu betrachten. 
Nimmt man 3. D. die erfte, jo hat man: 


dz _ 1 


J—— 


mithin auch: 


d = coust,, 





ay _ — 


Da die Endpunkte gegeben ſind, ſo iſt Iu=0, do —=0; 
62, =0, dy —=0; folglich gejchieht den Grenzgleichungen (3) Ge— 
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nüge, und da bie Gleichung (4) fr zer, y-y und æ æ, 
y=y, füllt werden muß; jo iſt die Gleichung ber gefuchten Ges 
raden endlich: 


IL) __9Y9—Yo 


un. Yı yo 


2) Wenn oa, )=0, fı u DO die Öleihungen der Grenz- 
curven find, fo bleibt die Gleichung (4) in diefem Falle dieſelbe, 
wie im eriten Falle, und zugleich. hat man die Gleichungen: 


it) n=0 


af af (5) 
l — 
(de dr, + (3 ) — — O. 
Wegen (3) und (3) folgt aus dieſen letzten Gleichungen: 
dfo dfo 
(de )— (3 dyo )=0 u (6) 


(4 )—a(y )=0 


und außerdem hat man.fo(la’,5)=0, fı(a',5)=0, wodurch alfo 
die Conftanten bejtimmt werben. — 


Wenn die beiden Grenzenrven nicht in derſelben Ebene lie- 
gen, jondern eine beliebige Xage im Raume haben, und ihre Glei⸗ 
chungen find; 


y=fh@d) y=filad) . 
=folz), z=fold); 
jo bat man wegen ds? = dx? + dy? +.d:?: 


dsd.ds = drö.de + dyd.dy-+ da d.dz 
und: | N 


_ 44 ay | da 
s.d=n-ddr+ ;,d.dy tn, d.d 


(N 


jet: 
Ä 27 
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u | I 2 + a.3y + a: | 


I 





("ja Ear+a. BR +a.Zl; (8) 
mithin: , 
d 
( -), dxo + (a), +(,) 920 = 0 
(9 
2) +) m + (hm 
un: 
de dz 
45* 0, —=(, 4. 0; (10) 
folglich : 
dı __ dy _ de _ , 
7 ==q, a 7 =c6, (10’) 
z=a-+d, y=bs-+b, z=co+-ec, 
alſo: 
= —a „y-b_2-e (U) 


a bb ce 


d. h. wieder die Gleichungen einer Geraden. — Die Eonftanten 
werben wieder wie vorhin beftimmt — und aus (3) oder (9) erbel- 
let: daß dieſe Gerade die Grenzlinien unter rechten Winkeln trifft. — 

Oder man bemerkt: daß fich die drei Gleichungen (10) auf 
zwei verfchiedene reduciren, weil biefe die dritte zur Folge 
haben. — Denn aus ber Relation: 


+) + u | 


di „ dx .. 3 

de 9 ds *.—„ +5 Fra =), 
und wenn z. B. bie beiden legten ber Gleichungen (10) ftattfinden; 
jo findet auch die erſte ftatt. — Aus den beiden legten folgt: * 


folgt: 








dy dz 
| Fra const 7 const 
alſo auch: 
dy dꝛ 
at ah 


und endlich: 
y=be+b, z=cr-+c. 


Aufgabe 2. 


Zwifchen zwei gegebenen Punkten (2, Yo), (7, y,) eine Curve zu 
befchreiben, welche, wenn fie fih um die Are der x drehet, die 
kleinſte Oberfläche befchreibt. — 

Aufl. Hier ift bekanntlich: 


&ı 5 
u= 2= | yds; 
20 


8 + 
du=2n| Lady + ul a det a. )| 


folglich: 


=2],T or +y-— Te FA 


2 . dy dr 
+22 | (æ a.) ie. 


Man hat alfo die Gleichungen: 


u) immo 


(D 
EN ( — 
9 | (5), + (* ), = 0 
und: | 
de - 4.9 =0, (2) | 
d. v0, alfo — 5 c. (3) 





dy dx 
| Wegen y I =y = 7 hat man folglich aus (2): 
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man nur die eine Gleichung (4) und deren Integral (5) als Auflö⸗ 
fung, welches wegen ver arbiträren Conftante C allgemeiner 
ft als 3. — , 

Wegen 6? U=2r2dy'? findet offenbar wieder ein Min. ftatt. — 

Wenn dagegen ven Beringungen der Aufgabe gemäß dy’ —= 0 
jein müßte, jo hätte man nur die Gleichung (3), welche fofort die 
Auflöfung gibt — und da $?U=2öy? ift; fo findet wieder ein Mi- 
nimum ſtatt. — 
Beiſpiel 2. — Man fjuht für y eine folche Function von x, 
daß: | 

U=r?+2ay’ Hat y?—Id)dy+y?=0 (U 

ein Mar., oder Min. wird, — | 

Aufl — Wan findet hier: 


ÖU= (dry - 2yy’)dy + 2y + —y?—Ir)dy, (2) 
und hat folglich die beiden Bedingungsgleichungen: 
3) dey—2yy=0, 2y + —y?—dIr=0. (4) 


Der Werth y= 0, welcher der Gleichung (3) genügt, gibt Teine 
Function von x und genügt auch (4) nicht, fo daß man die Gleichung: 


dr -2y=0, vr 2r— y=0 (5) 
mit (4) verbinden muß. — Aus (5) folgt: 
v-l1-2, aloe: y=z?’+C. (6) 
Setzt man diefe Werthe für y und y’ in (4), fo erhält man: 
dr + rt — rt + 202? +0? — dr=0, (7%) 


fo daß offenbar C= 0 fein muß, wenn (7) identifch ftattfinden ſoll. 
— Nach (6) ift alfo y= x? die gejuchte Function. — Aber ba: 

U = — aröydy’ + 2dy? 
wegen ber gegenfeitigen Independenz und Willkür ver Werthe 
von dy und dy’ Fein unveränderliches Vorzeichen zugejchrieben 
werben kann; fo findet werer ein Mar, noch ein Min, ftatt. — 


Wenn alfo auch den Bebingungsgleichungen durch eine Function 
y von x genügt werben Tann, indem man ben buch Integration ein= 
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geführten arbiträren Conftanten entfprechende Werthe beilegt; fo 
folgt daraus doch noch Teineswegs, daß ein Max., oder Min, ftatt- 
finden muß, fondern es müljen auch vie weitern Bedingungen hin- 
ſichtlich ber zweiten Variation Ö?U erfüllt werden — ganz ähnlich 
wie in der Differentialrechnung. — 

Deijpiel 3. — Man foll für y eine ſolche Function von x 
finden, daß der Ausdruck: 


U=yi+Yy)-aleı+ yy) (1) 
ein Mar., oder Min. wird. — | 
Aufl. Man hat hier: 
IU=(lylı + yd) — ay)dy+ (2y’y— aydy), (2) 
mithin bie beiden Gleichungen: 
I Yyl+tyYd—ay=0, 2y’y —ay=0.' (4) 


Der Gleichung (4) und auch (3) wird dur y = 0 genügt; al- 
lein dies gibt weder. für y eine Function von ., noch ein Mar., 
oder Min, weil fih die zweite Variation auf: 


$?U= + 2ödy — 2adyay' 


rebucirt, welcher Austrud wegen der Independenz und Willfür ver 
Werthe von dy und dy' nicht ftets daſſel be Zeichen behalten muß: 
Nach Weglaffung des Factors y wird die Öleichung (4) offenbar: 


y—a=0; (5) 


allein die Gleichungen (3) und (5) können nicht gleichzeitig ftatt- 
finden; denn jegt man z. B. den aus (5) gezogenen Werth von y 
in (3), fo erhält man a = 0. 

Müßte aber nach den Bedingungen der Aufgabe dy = 0 fein, 
jo hätte man nur die eine ©leichung (4) over vielmehr (5), woraus 
durch Integration folgt: 

„"P=ar+(, 


und dba Ö?U = 2y?öy'? wird; fo findet ein Minimum ſtatt. — 

Wenn nah den Bebingungen ver Aufgabe dy’—=0 fein müßte, 
jo hätte man blos die eine Gleichung (3), welcher, wie fchon be— 
merkt, durch y=0 genügt wird, und da d?U— 25? wird; fo findet 
en Min. jtatt. — 
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unbeftimmten conftanten Multiplicat or A, a, m,... mitt«ift ver 
Sleihung B = 0, worin verfelbe offenbar andy vorlonmt, aus Q, zu 
eliminiren. — 

Auch mag in Beyug auf ifoperimetrifche Probleme noch be- 
merkt werten, daß immer zwei verfelben in einer foldyen Beziehung 
zu einander ftehen: daß man für beite biefelbe Gleichung B — 0, 
und folgli auch viefelbe Auflöfung erhält. — 3. B. wenn bie 
Curve gefucht wird, welche bei einer gegebenen Länge vie größte 
Fläche einfchliekt; fo erhält man viefelbe Auflöfung (ten Kreis), 
als wenn man bie Curve fucht, weldye eine gegebene Fläche um- 
Schließen und bie kleinſte Ränge haben fol. — Denn für das erite 
Problem hat man das Integral: U=f(y+ryirp)dz zu einem 
Mar., over Min. zu madyen, während das zweite auf das Integral 


U= ((yı+r+!y)dx führt, welches offenbar, wenn man — ftatt 2 


feßt, in SSCy-HAYIFFMaz übergeft, und folglich auf dieſelbe 


Beitimmungsgleihung 8 = 0 führt, wie das erfte Integral. — 

Weiter wollen wir bier noch wenigftens einen Begriff von dem 
Gauß'ſchen und Lamé'ſchen Coordinatenſyſteme und deren Anwen⸗ 
dung auf das 


Problem der geodätiſchen Linien 


geben. — 
Wenn Flz, y, 2)=0... (U) die Gleichung einer krummen 
Fläche ift, jo fett Gauß: 


z=fi(& n); 
y=fı($£, n) (2) 
z2=fs (& n); 


wo &,n zwei beliebige neue Veränderliche find. — Aus (2) ergibt 
fih durch Differentiation: 
de=adö+b.dn 
dy= a, dE + bıdn, (3) 
dz =as d£ bsa dn, 
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und bie Gleichung (1) der krummen Fläche wird: 
D(E, n)= 0. (4) 


Da En ganz willfürlich find, fo kann man fie immer fo ans 
nehmen, daß fie dem gerade beabfichtigten Zwecke am beften ent- 
ſprechen. — Denken wir uns alfo auf ver Fläche (4) zwei Linienfy- 
ſteme, wovon das eine entjteht, wenn fich & ftetig ändert, wäh- 
rend 7 conftant bleibt — und das andere erzeugt wird, wenn n 
fich ftetig ändert, während & conftant if. — Wenn con- 
ftant und & veränderlich ift, und man eliminiet & zwifchen ven 
rei Gleichungen (2); fo erhält man zwei Öfeichungen zwifchen x, y, 2 
und n, welche eine Curve auf ver Frummen Fläche bejtimmen — 
und wenn man in biefen beiden &leichungen alsdann 7 variiren 
läßt; fo erhält man ein Syſtem folcher Eurven. — Cbenfo ergibt 
fih ein zweites Curvenſyſtem, wenn & conftant und n verän- 
berlich angenommen und n eliminixt wird. — Jeder Punkt in ver 
krummen Fläche kann folglich als der Durchfchnittspunft irgend einer 
Curve des erjten Syſtemes mit einer des zweiten betrachtet werten — 
und die Lage dieſes Punktes auf der Frummen Fläche ift bejtimmt, 
wenn bieje beiden Curven gegeben find. — Wenn (zo, Ya, 20) Der 
Punkt ver krummen Fläche ift, für welchen &,, 70 die entfprechenven 
Werthe von &,n find; fo kann berfelbe füglich ver Anfangspuntt 
genannt werben, weil er der Durchjchnittspunft von &, und no iſt — 
und &, n können die Coordinaten jeves andern Punktes der krum⸗ 
men Fläche heißen, welcher der Durchſchnittspunkt zweier zuſammen⸗ 
geböriger ver Gurven &, 7 ift. — 

Betrachten wir nun zwei einander unentlich nahe liegende 
Punkte (&, 7) und (E-+dE, n + dn) der Frummen Fläche, wovon 
ber erjte der Durchſchnittspunkt von &, 7 und ber zweite ber bon 
E+db, n+ dn it. — Bezeichnet ds alsdann ihren gegenfeitigen 
Abftand, und fegt man: 


E=a?-+0a,?-+.a;?, 
F= a,b, + Q,b; + Qgbs, 
G=d?+5?+bs’, 


V’= (a,b; — 0363)? + (asbı — abs)? + (ad —abı)?; 
fo bat man: 


/ 


IR 


vV!’=EG-rF (6) 

une: 

ds? = dr? + dy? + dz:” = Ed£’ + 2Fdtdn + Gan?; (7) 
alle: 


o= || (Eat? + 2Fatag + Gay?) 6) 


für vie Länge einer zwiichen ren Punkten (&e, 70), (&,7,) auf ter 
krummen Fläche liegenren Curve. — 

Die unendlich kleine Entfernung do zwiſchen den beiden 
Puntten (&, 7) und (E— ak, m) iſt mithin nach (7) offenbar: 


do = Erdt, (9 
und bie Entfernung do’ zwiſchen (&, n) une (k, 7-4 dn) üt: 
do’ — G!dy. (10) 


Wenn ferner & ten von E und n in ihrem Turchfchnittspumttc 
gebilveten Winkel bezeichnet, fo ift wegen (7): 


F _  _@h b,-+ a:b:-+ a,b; 
(EC 4 [++ 061? +b.°+b,’)]|2° 


Wenn 9 ver Winkel zwifchen ds und ter Linie tes erften Sy— 
ſtems in dem Punkte (En) iſt, jo hat man: 


a; dı + a,dy + aadꝛ 


c039 — 


(tt) 


cos = ds(a,? + — 4 03”) 
__ Ed£ + Fan 
— ds.E} 2) 
( 
no Y % 
Ey ds 


und wenn 9 ver Winkel zwifchen ds und der Curve des zweiten 
Spftemes in dem Punkte (&, m) ift; jo hat man ebenfo: 


‚_Fa&-+ Gan 
cos — dsG} , 1?) 
sin d' —.’_ EB 


Gr ds 
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Nach (8) hat man nun: 


nn [ea rtar ee 
- (eat at+ lt ön 


dęẽ? 
2ds 





d£dn . dm? . 
8E— 1 3F — SI-86 1 (13) 
aber va E, Fund @ Junctionen von und n find, fo ift: 
d. dE 
8E = (55) öE +(7)? 
öoF=..,060=.. 


Sest man dieſe Werthe in (13), dann bie Coefficienten von ö£ 
und ön unter dem Integralzeichen einzeln = 0 und beachtet die Slei- 
chungen (12) und (12°); fo erhält man: 


— — ⸗ dedn an (EN _.o, 














2ds ds E 2ds \dE 
dG\ _ dndt d£? 14) 
‚ _ And (AF\ _ dE” (dE\__ 
d(cos0 oe du ds 7) 2ds ( )= 0. 
Hieraus folgt: 
F 
2V0=Fan+ (FT ) 2) Z) in 
F 15) 
va) (a 
und aus (12), (12’) folgt: 
E d& 
er, 
m oo 
= tr 


Wenn man enblic 4, 9’ mittelft (16) aus (15) elimimirt, fo 
erhält man eine Differentialgleihung der geodätifchen Linie auf 
ver betrachteten krummen Fläche, — 
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Die obigen Formeln vereinfachen fih, wenn & und 7 fo ange 
nommen werden, daß die Linien bes einen Syſtemes die des andern 
unter emem Winkel von 900 fchneiden; denn alsdann ift coso — 0, 
und folglih nah (11) auh F=0, fo daß die Öleichungen der geo- 
bätifchen Xinie werden: 


2(E6)H a0 = (Z m) (F) * d 


sog = (2% dn 


indem bie Gleichungen mit 0’ mit dieſen iventifch werden, — 
Auch vie Gleihungen (17) laffen ſich noch vereinfachen ; denn 
wenn die Linien & und 7 geobätifche find, fo ift 9=0, perenn 


n=const. iſt. Nach der erſten dev Gleichungen (17) iſt alſo *0; 
folglich E entweber conftant, oder independent von 7 und mithin: 
2(GE)} dO = -(5 dn, | 


cotg 4 = (z ar * 


Wegen ausführlicherer Unterfuchungen über geodätif he Linien 
und deren wichtige Anwendung in Beziehung auf die Beſtimmung ver 
Krümmung der Flächen müſſen wir auf die Abhandlung von 
Gauß: Disquisitiones generales circa superficies curvas, ſowie 
auf bie neufte von Liouville beforgte Ausgabe von Monge’s 
Analyse appliqu6e etc. Paris 1852 verweifen. — Da aber 
das Problem der geodätifchen Linien auf einem Ellipfoide für 
geopätifche Zwecke von hoher Wichtigkeit ift, jo wollen wir daffelbe 
hier mittelft Rame’s elliptifchen Coorbinaten noch behandeln. — 
Zu dem Zwecke müfjen wir zunächit einen Begriff von dieſem Coor⸗ 
binatenfüfteme geben. — 

Lame denkt fich drei confocale Flächen des zweiten Grades: 


x? y? 2? 
mtee rag 


+? 2 Fu 
7 Pt mg ml (D 


| c17) 


(18) 
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welche fih in demſelben Punkte rechtwinklig burchfchneiben und 
conjugirte Flächen genannt werden. — Wem b<coA>c>b, 
u>b<e und v<b<cangensnmen wird, fo ift bie, erfte biefer 
brei Flächen (1) ein Ellipfoid, und vie zweite und britte ein Hyper⸗ 
boloid mit einem, oder zwei Bach. — Läßt man nun in den Glei⸗ 
- Hungen (1) die willfürlichen Parameter 2, u, v fich ftetig ändern, 
jo erhält man drei Syſteme oder Reihen fi) rechtwinklig in dem— 
felben Punkte Cx,y, x) durchſchneidender Flächen, jo daß jeder Punkt 
bes Raumes als ein ſolcher Durchichnittspuntt betrachtet werden Tann 
— und A, u, v werben alddann die elliptifchen Koordinaten dieſes 
Punktes genannt. — Die Relationen zwiſchen x,y,z und A, u, v er⸗ 
geben ſich ganz einfach wie folgt: 

Ordnet man irgend eine der Gleichungen (1), 3. B. die erfte, 
nach den Potenzen von A; fo erhält man: 


- +++ HF) | 
+ [2?(5°? +02) + c?y?+b?2? + d2c?]a? — d? cr? 0; 
Die Wurzeln biefer legten Gleichung find offenbar A?, u?, v2; 
mithin iſt: 
tete tet ty, 
uw? va? + u?—=xr?(b?+ c?)+c?y? + b°2? + 5°e?, (1’) 
Murv? = brerzt, 
und hieraus folgt: 
ber =Auv, 
by(e? — br = [(A? — 89) (u --59 (9, | 
3(0? — by = [(R? — ce?) (ce? — a2) (e?— vYj]%, 


wo bie zmeiten Theile immer mit bem gehörigen Zeichen genommen 
werben müffen. — 

Daß fih die durch die Gleichungen (I) ausgebrüdten Flächen 
rechtwinklig durchſchneiden, ergibt fich ebenfalls fehr leicht. — Denn 
nimmt man irgend zwei verjelben, 3. DB. die beiden legten, und 
bezeichnet mit a2, fa, Yz5 a, Ba, yʒ die Winkel, welche ihre Norma 
len in dem gememfjchaftlichen Durchſchnittspunkte mit den Coordina⸗ 
tenaxen bilden; jo bat man: 

28* 


442 


BA; 00805 Cos ſi cos ße coꝶs xꝗ coqyr 


— —* y" s" 
= u’v2 + (u? — b°).(v? — tr (u? — ec?) (va — c?) 
= 0 wegen (2), 


und daſſelbe Reſultat ergibt fich für jede zwei anbere der Gleichun⸗ 
gen (1), woraus folgt: daß fich ‚nie durch dieſe Gleichungen außge- 
prückten Flächen unter rechten Winkeln durchſchneiden. — 

Betrachten wir nun irgend einen Punkt ver Ellipſoides, fe: wire 
daſſelbe von ven heiven Hyperboloiden barin rechtwinklig geichnitten 
— und wenn A fich unendlich wenig imbert, währen 6,9 con = 
ftant bleiben; fo fchreitet man auf der Normale des Ellipſoides, 
welche der Durchichnitt der beiven Hyperboloide iſt, um bie unend⸗ 
lich Heine Länge d,s bis zu dem nächftliegenpen Ellipfeine fort. — 
Deveuten d,z, dıy, daz die Projectionen von das auf die drei Coordi⸗ 
natenaren, fo erhält man durch Differentintion der Logarithmen von 
(2) fofort: 


de=; di, 


1 
dıy = ” X dA, 


zi 
da 2 = 2 _ 2 di; 
folglich: 
(1? — u?) (A?— v?) N 
a (vom — 5) Q2 — c?) Y=50 GO) 
wenn p das Perpendikel aus dem Mittelpunkte des Ellipfoives auf 
die Berührungsebene im Punkte (A, u, v) bedeutet. — 
Wenn u und v fich fucceffive unenplich wenig ändern, jo er- 
hält man ebenſo: 
| 22 — u?) (u? — 9?) 
A TEE 
2 __ u? — 4? 
en v’)(u? —v . 


(62 — v?) (e? -5) 


woraus fich fofort ber Ausorud von de=YV(dys)? +(d,9°-(d, 8)? 


(4) 
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ergibt, durch deſſen Imtegration ınan bie Länge eitter Curve im Raume 
erhält, wenn ihre Gleichungen in elliptiſchen Coordinaten ausge⸗ 
drüdt find. — | 

Es fei nun ein Punkt der geodätiſchen Line anf dem Ellip- 
joide der Durchſchnittspunkt des leßtern mit den beiden Hhperboloiven, 
welche durch die beiden legten der Gleichungen (1) ausgedrückt wer- 
ben; jo ft A conftant und u, v find die veränperlichen ellip- 
tiſchen Koordinaten diefer geopätifchen Linie — und zugleich ift 
zu bemerfen: daß Syſteme von Krümmungslinien auf dem El⸗ 
lipfoive erhalten werben, wenn eine ver Größen „ und v fi än- 
bert, während bie andere conftant bleibt. — Ferner fei ds das 
Längenelement ver geobätifchen Linie, dus, d,s feien feine Pros 
jectionen auf zwei Krümmungslinien, welche fih im Anfangspunfte 
von ds fchneiven — und o fei ver Winkel zwifchen ds nnd d,s, aljo 


5 — o der zwiſchen ds und dus; fo it: 


d,s = dsc0830, d,s = dssin® (5) 
Sept man alsdam: 
a- N) wW—r) 47 Mr)wW—r?) _ 
(u? _ b*) (e? — u?) =Pp, (d? — v?) (c? _ y?) —=g (6) 
fo ift wegen (4) offenbar: ' 
dus = ptdu, d,s = gidv; (M 


folglich: 
ds? — pau? + qudvꝰ. (8) 


Die Länge der geopätifchen Linien wird ausgebrüdt durch: 


1 
um | ds; 
0 
1 
au= | Ö.ds; 
0 


nun ift aber nach (8): 
Ö. ‚opt ö. du + 0. dv + * dp + ög, 


mithin; 


folglich ift: 
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0 ds 2% PT ng 
[04° | 
*427 rt 


dv? du, dv 
+[) a rg ar a... © 


Set man nun: 
2 — u? m 2 — y? 
@— 5) — nu) ° (6° —vR) le? — v?) 


fo daß m und n blos Functionen von u und v find; fo, hat man: 


N 


p=m(? —), gen —r?), (10) 
und mithin: 

dp = (u? — v?) dm -+ 2m (udu — vov), 

ög = (u? — v)?) dn + 2n (udu — vov). 
Subftituirt man diefe Werthe in (9, fo erhält man: 


(11) 


ı (du? . 
+[ Eau anı — ap} a 


2, In dv? du? d 
+ a tm], > 


und wenn man bie Coefficienten von du, dv unter dem Integralzei⸗ 
2* einzeln = 0 ſetzt; jo gibt der von da zunächſt: 


—y?) — d 
Se (u? 5 ur mu PL 55 mv —d. PP, =(0. (13) 
Es ift aber: 


een du 


= (u? — or „ im+ 2m Eu — vöv) + m(u? — 124.2 2,19) 
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und dies in (13) jubjtituirt, gibt: 


du 2 — y? —— 
+ — = 


2 
m Eu 5* 
oder für m und n ihre Werthe aus (10) geſetzt: 
Vmd. (u? — a) m du — —— — — —— ds; 
folglich: 
- d d 
Ym (u? —v?) Fr d. (u? — v2) Ym Er = udu, 


und wenn man integrirt: 


m(u?—»v?)d. — Amy“ rl 











2 
mr ur te, 0.) 
Ebenfo ergibt fih aus dem Coefficienten von dv in (12): 
n(u? — „2)2 __ sr. (16) 
R ds? ” 


Durch Addition von (15) und (16) ergibt fich: 


mdu? ndyꝰ 
Dr per +ate; 


es iſt aber: 


2 — dt, 
mdu —- ndv = np) 
folglich: 

| ata=0, a=-a=-B; 


mithin werben (15) und (16) refp.: 


m(u? Zr u? — p?, 
(17) 
dv? 


n (u? — „”) = ß? — v?, 


woraus durch Divifion folgt: 
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mdu? — u? — ß? 
ndyv? 42 — y2 





(18) 


ober wenn man die Quadratwurzel auszieht und für m und n ihre 
Werthe fekt: 


12 — u? 12 — y? 

(Ge) u ee) er 
(19) 
Da in biefer Gleichung die Veränherlichen ge und » getrennt 
find, fo gibt ihre Integration fofort die Gleichung der geopätifchen 
Linie auf dem Ellipfoide, welche außer 42 noch eine zweite, durch 
bie legte Integration eingeführte Conftante enthält, Die beide durch bie 
.Coordinaten der Endpunkte der geopätifchen Linie beftimmt werden. — 
Auch die Ränge s der geopätifchen Linie wird nach dem Vor: 

hergehenden leicht gefunden; denn man bat: 


m (u? — 2)2 





re ge a 
mithin: 
_ Ym(u? — »?) 
— — “ 
Var — Br“ Yuan m! 


Ya yarı 
© 
und enblich: 
u?d 1 yid 
ı=ym|, ——— — — o Ya (20) 
Weiter folgt aus —5 
myꝰ duꝰ + nu?dv? 
= mdu? +4 ndv? 
_ _Pr?du? + qu?dv 
pda? + gdv? 
— y? dus? + u? d, 8? 
— ds? 
= v?sin?a 4 u ?cos?o, (21) 


17%; 


welches offenber eine Differentinlgkeichung ift, und eine Bebingung 
ausprüdt, per alle geodätifchen Linien auf ver Oberfläche eines 
Ellipfoides genügen müffen, mithin al8 eine Definition derſelben 
angefehen werben kann. — 

Wenn eine Reihe geobätifcher Linien von einem Punkte (,, »,) 
ausgehen und die Krünunmmgslinie (m,) berirhren, fo ift an biefem 
Punkte = 0, alſo 432 = u,? und: 


u,? = u? co8?o + »sin?o; (2?) 


mithin hat 42 für alle geodätifchen Linien, welche bie Krümmungs⸗ 
linie («a = gu) berühren denfelben Werth. — 

Wenn eine geodätifche Linie von emem Scheitel (Nabelpunfte) 
bes Ellipfoides ausgeht, fo ift befanntlih u? = „?=b?; folglih A=b, 
welche Richtung die geodätifche Linie auch haben mag. — 

Aus (22) erhellet: daß, wenn zwei geobätifche Linien, welche 
biefelbe Krümmungslinie berühren, d. h. für welche u, conjtant ift, 
durch denſelben Punkt (u, ») geben, biejelben mit alfen durch bie- 
fen Punkt gehenden Krümmungslinien gleiche Winkel Bilden. — 

Denn e6 ift: 


4? = u? cos?® + 7? sin? = u2eos!o + "?ain?o’ ; 
alſo: 
9.= o. 

Wenn von den beiden Scheiteln des Ellipſoides, welche in ven 
Endpunkten feiner Fleinften Are liegen, geobätifche Linien nach irgend 
einem Punkte (s, ») einer Krümmungslinie, deren Gleichung const. 
ift, gezogen werben; fo ift bie Summe ver Längen biefer geodäti- 
ſchen Linien längs biefer ganzen Krümmungslinie conftant. — Denn 
wenn r,, r2 bieje Längen bezeichnen, fo ift: 


dr, = d,8C080, dr. = — d,8C089; 
mithin: 
rn + r2 = const. 


Mit Hülfe des Sates (3) auf S. 306 läßt fich auch leicht auf 
ähnliche Weife, wie in ver ebenen Geometrie darthun: daß die geo- 
dätiſchen Nabienvectoren mit der Krümmungslinie gleiche Winkel 
bilden. 
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Wenn zwei geobätifche Linien zwei durch a—=u, mb «= us 
beitimmte Krümmungslinien berühren und ſich in(w,»)rehtwinflig 
durchſchneiden, fo ift: 


m? = u?cos?o — »?sin?o, 
1? = u? cos? o 4- v?sin?o’ 
— u?sin?o + v?cos?o; 


alfo: 
m?tr?=u?rr?=const, 


und ba nach der erſten der Gleichheiten (1’) ift: 


Rt tr=arty Habt her, 
mithin; 
2 +2? +22 22 u? +m?— bc 
== const,. ; 


jo folgt: daß der geometrifche Ort des Durchjchnittspunftes zweier 
folher orthogonaler geopätifcher Linien ein fphärifcher Kegel- 
fchnitt, d. h. der Durchfchnitt des Ellipfoides mit einer concentrifchen 
Kugelfläche iſt. — 

Wegen weiterer Eigenſchaften geodätiſcher Linien vergleiche 
man: 1) zwei Abhandlungen von Chasles in Liouville's Jour—⸗ 
nal Vol. XI p. 3 und p. 105, 2) eine Abhanplung von M. Ro- 
berts ebenbafelbft Vol. XIII p. 1 und 3) eine Abhandlung von 
Dffian Bonnet im Journal de l’Ecole Polytechnique, Cabier 
XXXIII, fo wie befonder8 auch da8 Supplement dazu. — 


Drud der Hofbuchdruderei von Ed. Krampe in Braunſchweig. 
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Wenn zwei geobätifche Linien zwei durch a=u md «= 
bejtimmte Krümmungslinien berühren und ſich in(, )rehtwinflig 
burchfohneiden, fo it: 


m? = u?cos?o 4 v?sin?o, 
u? = u? cos?o' 4- »?sin?o’ 
= u?sin?o + v?cos?o; 
alio: 
m? +?=u?+r?=const, 

und da nach der erften ver Gleichheiten (1’) ift: 


2 +2 +92 =22 + y? +22 +52 402, 
mithin: 
x? + y? 422 32 +14? + u? — 5? — c2 
== const, ; 


fo folgt: daß der geometrifche Drt des Durchichnittspunftes zweier 
folher ortbogonaler geodätifcher Linien ein fphärifcher Kegel- 
ſchnitt, d. h. der Durchfchnitt des Ellipfoides mit einer concentrifchen 
Rugelfläce ift. — 

Wegen weiterer Eigenfchaften geobätifcher Linien vergleiche 
man: 1) zwei Abhandlungen von Chasles in Liouville's Jour—⸗ 
nal Vol. XI p. 3 und p. 105; 2) eine Abhandlung von M. Ro- 
berts ebenbafelbft Vol. XIII p. 1 und 3) eine Abhandlung von 
Oſſian Bonnet im Journal de I’Ecole Polytechnique, Cahier 
XXXINH, fo wie beſonders auch das Supplement dazu. — 


Drud der Hofbuchdruderei von Ed. Krampe in Braunfchweig. 
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